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اری... پاس

استادی پرند، دکتر آقای جناب گرانقدر، استاد از که �دانم م لازم ابتدا در ، اله ثنای و حمد از پس
خود بر سپس نمایم. قدر�دان و ر تش برده�ام، بهره ارزشمندشان راهنمایی�های از کارشناس ابتدای از که
پذیرفتند، را اینجانب پایان�نامه�ی مشاوره�ی که اسلام دکتر خانم سرکار گرام استاد از که �دانم م لازم
را قدردان و ر تش کمال پذیرفتند، را پایان�نامه این داوری که ارجمندی اساتید از نیز و کنم سپاس�گزاری

دارم.
روشن من بر را دانش و علم راه چراغ تحصیل مختلف مراحل در که اساتیدم همه�ی از همچنین

�نمایم. م زاری سپاس گشته�اند، دانش ران بی دریای از مرحله این به من رسیدن باعث و کرده





فتانه نام: بابلقان بیات دانشجو: خانوادگ نام

سینک و هرمیت لاگر، متعامد توابع میان مقایسه�ی عنوان:

پرند کورش دکتر آقای جناب راهنما: استاد
اسلام زیبا دکتر خانم سرکار مشاور: استاد

علم محاسبات گرایش: کامپیوتر علوم رشته: ارشد کارشناس : تحصیل مقطع

ریاض علوم بهشت شهید اه: دانش
٨٨ صفحات: تعداد ١٣٩١ تابستان : فارغ�التحصیل تاریخ

توابع هرمیت، توابع هرمیت، چندجمله�ای�های لاگر، توابع لاگر، چندجمله�ای�های کلیدی: واژگان
. طیف روش�های دیفرانسیل، معادلات سینک،

یده چ
گرایش عنوان به محاسباتعلم ریاضیاتاست. و دانشکامپیوتر میان پل کامپیوتر، علوم رشته�ی
بسیاری کند. پیدا را گوناگون علوم در مسئله روشحل استبهترین درصدد کامپیوتر، علوم رشته�ی از
�شوند. م مدل معادلاتدیفرانسیل به�وسیله�ی غیره و ریاض ، شیم ، فیزی چون علوم در مسائل از

�شوند. م تقسیم غیرخط و خط ، جرئ و معمول چون دسته��های به معادلات این
چندجمله�ای�ها معرف به سپس �کنیم، م طیف روش�های به کوتاه نگاه ابتدا در پایان�نامه این در
عنوان به سینک متعامد توابع و هرمیت متعامد توابع و چندجمله�ای�ها لاگر، متعامد توابع و
انتها در �پردازیم. م شده�اند تعریف نامتناه و نامتناه نیمه بازه�ی در که توابع و چندجمله�ای�ها
حل برای طیف روش ی عنوان به ان هم�م روش از استفاده با شده ذکر توابع و چندجمله�ای�ها از
نوع این حل برای را آن�ها کارایی و �کنیم م استفاده متناه نیمه بازه�ی در دیفرانسیل معادلات

�کنیم. م مقایسه ر دی ی با معادلات
است. شده چاپ و ارسال بین�الملل مجلات در مقالات پایان�نامه این از است، ذکر به لازم





پیش�گفتار
هستند. حل�پذیر دقیق به�طور به�ندرت �شوند، م پدیدار عمل کاربردهای در که دیفرانسیل معادلات
عمل در جواب�هایی چنین از استفاده بیابیم، واقع جواب به نزدی تحلیل جواب�های �که زمان حت
حل برای خوبی به �توانند م عددی روش�های که کرد توجه باید اما است. ن غیر�مم پیاده�سازی برای و
عدم مسائل، این حل برای عددی روش�ها�ی به توجه علت روند. به�کار فرم خوش دیفرانسیل معادلات
وجود تحلیل جواب که هم مواردی در زیرا آنهاست. تحلیل جواب�ها�ی سریع و دقیق محاسبه�ی ان ام
به مهندس و کاربردی مسائل در که آن�جا از و �شود م تعیین تابع سری�ها�ی صورت به غالباً پاسخ دارد،
محاسبه و گیرد صورت کامپیوتر وسیله به محاسبات بیشتر است لازم محاسبات، حجم و وسعت دلیل
گرفتن نظر در یا و سری از تقریبی به باید نیست، پذیر ان ام کامپیوتر برای بینهایت تا نظر مورد سری�ها�ی
جواب �شود، م تقریبحاصل این از که جوابی مواقع، بیشتر در ن لی کرد؛ اکتفا آن از متناه جمله�ی چند
این جواب تابع تقریب برای را عددی روش�ها�ی محققین دلیل همین به بود. نخواهد مناسبی و دقیق
روش�های از استفاده بر روش�ها� این برتری ، عمل موارد از بسیاری در که کرده�اند مطرح مسائل نوع

است. شده ثابت نیمه�تحلیل
کرد: تقسیم زیر دسته�های به �توان م را دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش�ها�ی

محدود عناصر •

متناه تفاضلات •

طیف روش�های •

وابسته شرایط و معادله حل برای نظر مورد ناحیه�ی معادله، نوع به توجه با بالا روش�ها�ی از کدام هر
دارند. گوناگون کارایی مختلف، زمینه�ها�ی در آن، به

و کرده عمل خوب بسیار دارند منظم و هموار نسبتاً هندسه�ی که مسائل حل در طیف روش�ها�ی
مختلف متعامد توابع که است این طیف روش�ها�ی خصیصه�ی �ترین اصل دارند. بالایی دقت و کارایی
متفاوت، اولیه توابع انتخاب �کنند. م انتخاب خود پایه توابع عنوان به هستند، مشتق�پذیر بینهایت که را

�شود. م متفاوت طیف روش�های به منجر
معادلات حال برای سینک و هرمیت لاگر، توابع اساس بر ان هم�م طیف روش از پایان�نامه این در
در طیف روش�های به گذرایی نگاه اول فصل در است. شده استفاده متناه نیمه بازه�ی در دیفرانسیل

آ�



پیش�گفتار ب

�پردازیم. م لاگر توابع و چندجمله�ای�ها معرف به دوم فصل در �اندازیم. م متناه نیمه و متناه بازه�ی
معرف را سینک توابع چهارم فصل در و پرداخته هرمیت توابع و چندجمله�ای�ها معرف به سوم فصل در
لاگر، توابع اساس بر ، متناه نیمه بازه�ی در دیفرانسیل معادلات حل در ان هم�م روش کاربرد �کنیم. م
اختصاص نتیجه�گیری به نیز ششم فصل �دهیم. م قرار بررس مورد پنجم فصل در را سینک و هرمیت

دارد.



مطالب فهرست

آ� فتار پیش

پ مطالب فهرست

چ جداول لیست

خ تصاویر لیست

١ طیف و وزن باقیمانده�های روش�های ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن باقیمانده�های روش ٢.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیردامنه روش ١.٢.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان هم�م روش ٢.٢.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعات کم�ترین روش ٣.٢.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاورها روش ۴.٢.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرکین روش ۵.٢.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیف روش�های ٣.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه توابع انتخاب ١.٣.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . نیمه�متناه بازه�های در طیف روش�های ٢.٣.١

١٣ لاگر توابع و چند�جمله�ای�ها ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توسعه�یافته لاگر چند�جمله�ای�های ٢.٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوس انتگرال�گیری ٣.٢

پ



مطالب فهرست ت

١٩ هرميت توابع و چند�جمله�ای�ها ٣
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن�ها خواص و هرميت چندجمله�ای�های ٢.٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرميت چندجمله�ای�های مقادير ١.٢.٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وبر-هرميت معادله�ی ٢.٢.٣
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن�ها خواص و هرميت توابع ٣.٣
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرميت توابع تبديل ١.٣.٣

٢٧ سینک توابع ۴
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سینک توابع ٢.۴
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٠,+∞) بازه�ی در سینک توابع کاربرد ٣.۴
٣۴ . . . . . . . . ان هم�م نقاط در آن�ها بالای مراتب مشتقات و سینک توابع مقادیر ۴.۴

٣٧ دیفرانسیل معادلات حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد ۵
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
٣٧ . . . . . . متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی ٢.۵

متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی حل ١.٢.۵
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگر توابع با

متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی حل ٢.٢.۵
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرمیت توابع با

متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی حل ٣.٢.۵
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سینک توابع با
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توماس-فرم مسئله�ی ٣.۵
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگر توابع با توماس-فرم مسئله�ی حل ١.٣.۵
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . هرمیت توابع با توماس-فرم مسئله�ی حل ٢.٣.۵
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . سینک توابع با توماس-فرم مسئله�ی حل ٣.٣.۵
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی ۴.۵
۵٧ . . . . . . . . لاگر توابع با دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی حل ١.۴.۵



ث مطالب فهرست

۵٨ . . . . . . هرمیت توابع با دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی حل ٢.۴.۵
۶۴ . . . . . . . سینک توابع با دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی حل ٣.۴.۵

۶٩ نتیجه�گیری ۶

٧١ انگلیس به فارس واژه�نامه

٧۵ فارس به انگلیس واژه�نامه

٧٩ مراجع





جداول لیست

آمده به�دست حل و اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با آمده به�دست حل مقایسه�ی ١.۵
،α = ١ ،N = ٢٠ با b٣ = ٠٫۵ ،b٢ = ٠٫١ ،b١ = ٠٫۶ برای احمد توسط

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L = ٠٫٩٩
آمده به�دست حل و تبدیل�یافته هرمیت توابع از استفاده آمدهبا بدست حل مقایسه ٢.۵
،k = ١٫٢ ،N = ١۶ با b٣ = ٠٫۵ ،b٢ = ٠٫١ ،b١ = ٠٫۶ برای احمد توسط

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = ٠٫۶٧٨٣٠١
احمد توسط آمده به�دست حل و سینک توابع از استفاده با آمده بدست حل مقایسه ٣.۵

۴٧ . . . . . λ = ٠٫۴٧ ،h = ١ ،N = ١٧ با b٣ = ٠٫۵ ،b٢ = ٠٫١ ،b١ = ٠٫۶ برای
،α = ١ ،N = ٧ در اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های ۴.۵

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب��ها. ر دی با مقایسه در L = ٠٫۶٧۵
،k = ٠٫٩ ،N = ١۵ در تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های ۵.۵

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب��ها. ر دی با مقایسه در λ = ١٫۵٨٨٠٧١
λ = ٠٫٧٧ ،h = ١ ،N = ١١ در سینک توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های ۶.۵

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب��ها. ر دی با مقایسه در
مقایسه در N = ١٣ در اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های ٧.۵

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رانگ-گوته. با
۵٩ . اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با λ = ١

۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ٨.۵
۶٠ . اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با λ = ٣

۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ٩.۵
مقایسه در N = ٢٠ در تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های ١٠.۵

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رانگ-گوته. با
۶٢ . تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با λ = ١

۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ١١.۵
۶٣ . تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با λ = ٣

۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ١٢.۵
۶۶ رانگ-گوته. با مقایسه Nدر = ٣٠ سینکدر توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های ١٣.۵

چ



جداول لیست ح

۶۶ . . . . . . سینک توابع از استفاده با λ = ١
۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ١۴.۵

۶٧ . . . . . . سینک توابع از استفاده با λ = ٣
۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ١۵.۵



تصاویر لیست

١۵ . . . . . . . . . . n = ١,٢,٣,۴,۵,۶,٧,٨ توسعه�یافته: لاگر چندجمله�ای�های ١.٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . n = ١,٢,٣,۴,۵,۶,٧,٨ اصلاح�شده: لاگر توابع ٢.٢

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . n = ٠,١,٢,٣,۴,۵,۶ هرميت: چندجمله�ای�های ١.٣
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ٠,١,٢,٣,۴,۵ هرميت: توابع ٢.٣

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = −١,٠,١ و h = π
٢ سینک: توابع ١.۴

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = ٠ و h = ١,٢,٣ سینک: توابع ٢.۴
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = −١,٠,١ و h = π

٣ سینک: توابع ٣.۴
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = ٠ و h = ١,٢,٣ سینک: توابع ۴.۴
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = −١,٠,١ و h = π

٣ سینک: توابع ۵.۴
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = ٠ و h = ١,٢,٣ سینک: توابع ۶.۴

،N = ٢٠ در اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با f(z) از آمده به�دست تقریبی نمودار ١.۵
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .L = ٠٫٩٩ ،α = ١

N = در تبدیل�یافته هرمیت توابع از استفاده با f(z) از آمده به�دست تقریبی نمودار ٢.۵
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .λ = ٠٫۶٧٨٣٠١ ،k = ١٫٢ ،١۶

،h = ١ ،N = ١٧ در سینک توابع از استفاده با f(z) از آمده به�دست تقریبی نمودار ٣.۵
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .λ = ٠٫۴٧

،N = ٧ در اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با آمده به�دست توماس-فرم گراف ۴.۵
۵١ . . . . . . . . . . . . .[٨٠] لیاو جواب�های با مقایسه در L = ٠٫۶٧۵ ،α = ١

،N = ١۵ در تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با آمده به�دست توماس-فرم گراف ۵.۵
۵٣ . . . . . . . . . .[٨٠] لیاو جواب�های با مقایسه در λ = ١٫۵٨٨٠٧١ ،k = ٠٫٩

خ



تصاویر لیست د

،h = ١ ،N = ١١ در سینک توابع از استفاده با آمده به�دست توماس-فرم گراف ۶.۵
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٨٠] لیاو جواب�های با مقایسه در λ = ٠٫٧٧

مخروط (b) مخروط از شده گرم تکه�ای روی (a) مرزی لایه�ی برای مختصات سیستم ٧.۵
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x٠ = ٠ کامل

λ = ازای به اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ٨.۵
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٠, ١۴ , ١٣ , ١٢ , ٣۴ ,١

λ = ازای به تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ٩.۵
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٠, ١۴ , ١٣ , ١٢ , ٣۴ ,١
۶٨ .λ = ٠, ١۴ , ١٣ , ١٢ , ٣۴ ,١ ازای به سینک توابع از استفاده با f ′(x) برای آمده به�دست نتایج ١٠.۵



فصل١

طیف و وزن باقیمانده�های روش�های

مقدمه ١.١
سیالات، انی م همانند علوم مختلف شاخه�های در گذشته دهه�ی سه در طیف روش�های کاربرد
ابزار طیف روش�های نیز حاضر حال در و است یافته گسترش غیره و شیم ، فیزی کوانتوم، انی م

�روند. م به�شمار عددی صورت به دیفرانسیل معادلات حل برای قدرتمندی
این اصل ایده�ی است. ١ نامتناه مرتبه رایی هم و بالا دقت طیف روش�های فوق�العاده ویژگ
قرار استفاده مورد معمول به�طور که �ای طیف روش�های �گیرد. م سرچشمه فوریه آنالیز از روش�ها
روشباقیمانده�های از نوع به آن�ها همه�ی که �باشند م روشتاو و روشگالرکین ، ان روشهم�م �گیرند، م

.[٣ ،٢ ،١] �گیرند م نشأت وزن
طیف روش�های انواع معرف به آنگاه داد، خواهیم شرح را وزن باقیمانده�های روش ابتدا فصل این در
در مسائل حل برای طیف روش�های نیز انتها در �پردازیم. م روش�ها این در پایه توابع انتخاب نحوه�ی و

داد. �خواهیم قرار بررس مورد را نیمه�متناه بازه�ی

وزن باقیمانده�های روش ٢.١
است. دیفرانسیل معادلات جواب�های آوردن به�دست برای کل روش ی وزن باقیمانده�های روش
ضرایب سری ی همراه به مشخص، سع توابع از مجموع صورت به معادله جواب روش این در
روش این در کلیدی عناصر �شود. م یافت ضرایب این کم به بهتر جواب �گردد. م ارائه تعدیل�پذیر
جواب شده�ی بریده سری بسط در پایه توابع عنوان به سع توابع �باشند. م آزمون توابع و سع توابع
حد تا دیفرانسیل معادله�ی در بریده�شده سری که است این آزمون توابع از استفاده دلیل �روند. م به�کار

�گیرد. م انجام باقیمانده تابع کمینه�سازی کم به امر این باشد. برقرار ن مم
�گویند. م نیز نمایی رایی هم یا و طیف رایی هم را رایی هم ١این

١



طیف و وزن باقیمانده�های روش�های .١ ٢

نیز مشابه ایده�ی چند هر است، شده داده نسبت [۴] کراندال به بار اولین برای روش این معرف
فینلیسون، توسط جدی طور به روش این است. گردیده معرف خطا توزیع اصول نام با [۵] کولاتز توسط

است. یافته گسترش [٨ ،٧ ،۶] ویچنوتس و ریون اس
دیفرانسیل معادله�ی

L(u) = ٠, (١.١)
برای شود. حل S(u) = ٠ مرزی شرایط و I(u) = ٠ اولیه�ی شرایط تحت باید که �گیریم م نظر در را

�دهیم: م یل تش زیر صورت به را uN تقریبی جواب ابتدا در معادله این حل
uN (x) =

N∑

j=٠
ajφj(x), (٢.١)

توابع پایه، توابع اغلب، را توابع این هستند. شده�ای شناخته تحلیل توابع φjها و بسط ضرایب ajها که
یافتن هدف روش این در گویند. سع جواب را (٢.١) معادله و بسط توابع یا و تقریب توابع ، سع

�باشد. م aj ضرایب
�دهیم: م یل تش را باقیمانده تابع و کرده زین جای آن در را سع جواب (١.١) معادله�ی حل برای

Res(x; a٠, . . . , aN ) = L(uN ). (٣.١)
داریم: نیز مرزی و اولیه شرایط برای

⎧
⎨

⎩
ResI(x; a٠, . . . , aN ) = I(uN ),

Resb(x; a٠, . . . , aN ) = S(uN ).
(۴.١)

که: ساخت گونه�ای به �توان م را تقریبی جواب

�نامند. م مرزی روش را حالت این .Res(x) = ٠ یعن باشد، برقرار دیفرانسیل معادله�ی .١
�نامند. م درون روش را حالت این .Resb(x) = ٠ یعن باشد، برقرار مرزی شرایط .٢

�نامند. م آمیخته روش را حالت این باشند. برقرار مرزی شرایط نه و دیفرانسیل معادله�ی نه .٣

به باید سع توابع یعن �شوند، م معرف درون روش پایه�ی بر وزن باقیمانده�های روش اینجا در
برقرار دقیق به�طور ان) ام صورت (در اولیه شرایط و مرزی شرایط در uN (x) که شوند انتخاب گونه�ای

داد. توسعه نیز آمیخته و مرزی روش�های برای �توان م را شده ارائه فرمول�بندی باشد.
داده قرار صفر برابر وزن باقیمانده�ی داخل ضرب ajها، به مربوط معادلات آوردن به�دست برای

�شود: م
⟨Res(x; a٠, . . . , aN ),ψk(x)⟩ =

∫

D
Res(x)ψ(x)dx = ٠, k = ٠, . . . , N. (۵.١)

�نامند. م نیز وزن توابع ندرت به و آزمون توابع را ψkها �گیرد. م رابطه این از را نامش روش این
ψkها اگر باشند. مستقل توابع باید ψkها است، نیاز مستقل روابط به aj ضرایب یافتن برای چون
که �رساند م (۵.١) معادله ،N → ∞ که هنگام آنگاه باشند، توابع از کامل مجموعه�ی اعضای



٣ وزن باقیمانده�های روش .٢.١

باقیمانده که �کند م ایجاب این باشد. متعامد توابع، کامل مجموعه�ی عضو هر با باید معادله باقیمانده�ی
در دقیق به�طور (٢.١) معادله�ی و شود را هم صفر به باقیمانده اگر شود. را هم صفر به N → ∞ حد در
را هم (١.١) معادله�ی دقیق جواب به uN تقریبی جواب �رود م انتظار آن�گاه کند، صدق مرزی شرایط

یعن شود،
lim

N→∞
∥uN − u∥٢ = ٠. (۶.١)

کرد: مقایسه �شود م تعریف زیر صورت به که نواخت ی رایی هم با �توان م را این
lim

N→∞
∥uN − u∥∞ = ٠, (٧.١)

که
∥uN − u∥∞ = max |uN − u|. (٨.١)

معادله�ی از ضعیف حالت (۵.١) معادله�ی
⟨L(u),ψ⟩ = ٠, (٩.١)

است. کل آزمون تابع ψ اینجا در که است
ضرب این است. شده تعریف پیوسته بازه�ی برای (۵.١) معادله�ی در شده استفاده داخل ضرب
باقیمانده�های روشگسسته�ی به گسسته ضربداخل از استفاده تعریفشود. نیز صورتگسسته به �تواند م

�باشد. م گسسته مرزی مقدار مسائل برای مناسبی تکنی که �شود م منجر وزن
متناظر مختلف روش�های با وزن تابع از متفاوت انتخاب�های که است این (۵.١) معادله�ی اهمیت

شده�اند. داده توضیح این�جا در روش�ها این رایج�ترین �باشد. م

زیردامنه روش ١.٢.١

باشند. داشته نیز اشتراک است ن مم که �شود م تقسیم Di زیربازه�ی N به دامنه زیردامنه، روش در
�شود: م انتخاب صورت بدین آزمون تابع روش این در

ψk(x) =

⎧
⎨

⎩
١, x ∈ Dk,

٠, x /∈ Dk.
(١٠.١)

�آیند: درم ل ش این به ak ضرایب یافتن برای لازم معادلات آزمون، توابع انتخاب این با

⟨Res(x),ψk(x)⟩ =
∫

D
Res(x)ψk(x)dx

=
∑

i

∫

Di

Res(x)ψk(x)dx

=

∫

Dk

Res(x)ψk(x)dx, k = ٠,١, . . . , N. (١١.١)

جا همه احتمالا نهایت در و �تر کوچ و کوچ زیربازه�ها روی معادله N افزایش با روش این در
و سیالات انی م در شده�ای شناخته روش محدود، عناصر روش مشابه روش، این �شود. م برقرار



طیف و وزن باقیمانده�های روش�های .١ ۴

[١١ ،١٠] مقالات در و �گیرد م سرچشمه [٩] کچ و بیزنو کار از زیردامنه روش �باشد. م گرما انتقال
دارد. وجود آن از کاربردهایی نیز

ان هم�م روش ٢.٢.١

صورت به آزمون تابع روش این در است. وزن باقیمانده�های روش ساده�ترین ان هم�م روش
ψk(x) = δ(x− xk), (١٢.١)

که دیراک دلتای ویژگ بنابر است. دیراک دلتای تابع ،δ که �شود م گرفته نظر در
⟨u, δ(x− xk)⟩ = u(xk), (١٣.١)

به (۵.١) معادله�ی
Res(xk; a٠, . . . , aN ) = ٠, k = ٠, . . . , N, (١۴.١)

باشد. صادق ان هم�م ١+Nگره�ی در دقیق به�طور تا است نیاز دیفرانسیل معادله�ی یعن �شود، م تبدیل

�شود. م صفر جا همه احتمالا و بیش�تری و بیش�تر نقاط در باقیمانده تابع ،N مقدار افزایش با اینجا در
کاربردهای رفت. به�کار دیفرانسیل معادلات حل برای [١٢] اسلتر توسط بار نخستین برای روش این
سع توابع آن�ها �گردد. برم [١٣] ارانش هم و فریزر به روش این نام�گذاری همچنین و آن نوین�تر
صورت به را جواب [١۴] لانکزوس� کردند. استفاده دلخواه ان هم�م نقاط از و بردند به�کار را مختلف
ویلادسن کرد. استفاده ان هم�م نقاط برای چبیشف ریشه�های از و داد بسط چبیشف چندجمله�ای�های
اثبات که کردند معرف متعامد ان هم�م نام به روش و کرده احیا را لانکزوس روش [١۵] استوارت و
از و دادند قرار معادله در را ژاکوبی چندجمله�ای�های صفرهای آن�ها است. مناسبی روش است شده

کردند. استفاده سع توابع عنوان به چبیشف چندجمله�ای�های

مربعات کم�ترین روش ٣.٢.١

�شوند م انتخاب قسم به akها باقیمانده، تابع مستقیم کمینه�سازی جای به مربعات روشکم�ترین در
که

S =

∫

D
Res(x)Res(x)dx = ⟨Res,Res⟩ , (١۵.١)

به نسبت آن مشتقات ،S تابع کمینه�سازی برای �باشد. م همین نیز روش نام�گذاری دلیل باشد. کمینه
�دهیم: م قرار صفر برابر را (٢.١) معادله�ی در ak مجهول ضرایب

∂S

∂ak
= ٢

∫

D
Res

∂Res

∂ak
dx = ٠. (١۶.١)

صورت به آزمون توابع بنابراین
ψk =

∂Res

∂ak
, (١٧.١)

بود. خواهند



۵ وزن باقیمانده�های روش .٢.١

مربع کمینه�سازی �رود م انتظار آن در که است مناسب نواخت ی مسائل برای ذات طور به روش این
سنگین معادلات به اغلب مربعات کم�ترین روش کند. ایجاب را ∥uN − u∥ مقدار کم�ترین باقیمانده،
وزن ی عنوان به �توان م را روش این نیست. مناسب تنهایی به آن کاربرد کل حالت در و �شود م منجر

گرفت. نظر در جزئ دیفرانسیل معادلات مسائل در زمان، برای اضافه
و شد ایجاد مربعات حداقل تخمین برای گاوس توسط ١٩٧۵ سال در مربعات کم�ترین روش

است. وزن باقیمانده�های روش �ترین قدیم

گشتاورها روش ۴.٢.١

آزمون توابع گشتاورها روش در
ψk(x) = xk, (١٨.١)

f(x) گشتاور iامین ،〈xi, f(x)〉 به آمار در زیرا �باشد، م همین نیز روش نام�گذاری دلیل �شود. م انتخاب
استفاده دلیل همین به �شوند. م خط وابسته�ی کردن گرد خطای اثر بر x بالای توان�های �شود. م گفته
باشد کوچ بسیار N که است مناسب زمان تنها روش این نیست. مناسب سع توابع عنوان به آ�ن�ها از
روش باشند، x توان�های سع توابع که حالت در پذیرد. انجام بالایی دقت با محاسبات همچنین و

است. هم�ارز گالرکین روش با گشتاورها
درودنیتسین توسط بعدها که انتگرال روشروابط گسترشیافت. [١۶] یامادا توسط روشگشتاورها
عبارت وزن تابع انتگرال روابط روش در است. مرتبط روش این با نزدی طور به شد معرف [١٧]

از: است
ψk(x) = (١− x)k. (١٩.١)

گالرکین روش ۵.٢.١

به�جای آن در که گرفت نظر در مربعات کم�ترین روش از بهبودی عنوان به �توان م را گالرکین روش
سع جواب مشتقات آزمون، توابع عنوان به مجهول، ضرایب به نسبت باقیمانده تابع مشتق از استفاده

�کنیم: م انتخاب آزمون توابع عنوان به را ak ضرایب به نسبت
ψk(x) =

∂uN
∂ak

= φk(x), (٢٠.١)

�باشند. م سع توابع خانواده�ی همان از وزن توابع گالرکین روش در بنابراین
این شوند. انتخاب توابع از کامل مجموعه�ی اول تابع N از باید سع و آزمون توابع روش این در
گونه�ای به سع توابع هم�چنین �باشد. م ،N → ∞ که هنگام دقیق، جواب به رایی هم برای لازم شرط
Nهای برای جواب یافتن ، سع توابع تعامد کنند. صدق ن هم مرزی شرایط در که �شوند م انتخاب

�سازد. م آسان�تر را بزرگ�تر
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کاربردهای از بسیاری گردید. معرف ١٩١۵ سال در نام همین به روس مهندس توسط روشگالرکین
و [٢٠] ایمز ،[١٩ ،١٨] دانکن ،[٨] فینلیسون ،[۶] ریون اس و فینلیسون ،[۵] کولاتز توسط روش این

است. شده ارائه [٢١] فلچر

طیف روش�های ٣.١
در کردیم. معرف را وزن باقیمانده�های روش یعن طیف روش�های اصل شالوده�ی پیشین، بخش در
همان�طور گرفت. نظر در وزن باقیمانده�های روش از توسعه�ای عنوان به �توان م را طیف روش�های واقع
سپس و پایه توابع از مجموع صورت به u(x) مجهول تابع تقریب روش، این اصل ایده�ی شد، گفته که
تابع دقیق، جواب برای چون �باشد. م باقیمانده معادله�ی یل تش و معادله در تقریب تابع این ذاری جای
کمینه باقیمانده تابع که قسم به است aj ضرایب یافتن هدف، بنابراین �باشد، م صفر برابر باقیمانده
توابع از متفاوت انتخاب�های که �پذیرد م انجام آزمون توابع کم به باقیمانده تابع کمینه�سازی شود.

�آورد. م وجود به را متفاوت روش�های آزمون،
�شوند: م تقسیم اصل زیرشاخه�ی دو به طیف روش�های

شبه�طیف یا درونیاب روش�های •

غیردرونیاب روش�های •

برده به�کار دارند نام ان هم�م نقاط که گره�ها از مجموعه�ای معادلات حل برای درونیاب، روش در
را زیرشاخه این روش�های �آیند. �م به�دست مجهول ضرایب تابع، متغیر در آن�ها ذاری جای با که �شود �م

�نامند. م نیز ان هم�م یا انتخابی نقاط روش
طریق از مجهول ضرایب ه بل ندارد، وجود درونیاب نقاط از ه�ای شب هیچ غیردرونیاب روش�های در
و تاو روش �آیند. �م به�دست آزمون توابع و باقیمانده تابع بین داخل ضرب محاسبه�ی و انتگرال�گیری

�روند. �م به�شمار روش�ها از دسته این جزء گالرکین

شبه�طیف یا درونیاب روش�های

ان هم�م نقاط که �سازد م وابسته را (گره�ها) نقاط از ه�ای شب پایه، مجموعه�ی هر با شبه�طیف روش
سری مقدار دادن قرار برابر با f(x) مانند معلوم تابع ضرایب روش این در �شوند. م نامیده درونیابی یا
ضرایب آوردن بدست برای مشابه به�طور �آید. م به�دست ه شب از نقطه هر در f(x) تابع مقدار و شده بریده

شده داده قرار صفر با برابر ان هم�م نقاط در باقیمانده تابع معادله، تقریبی جواب در aj
Res(xk; a٠, . . . , aN ) = ٠, k = ٠, . . . , N −m, (٢١.١)

حل با که �آید م به�دست عضوی N + ١ با معادلات دستگاه اولیه، و مرزی شرط m گرفتن نظر در با و
.[٢۵ ،٢۴ ،٢٣ ،٢٢ ،١٣ ،١٢ ،٢] �شوند م محاسبه aj مجهول N + ١ آن،
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گره�ها از مجموعه�ای در دقیقاً باید دیفرانسیل معادله�ی که �دارد م بیان روششبه�طیف ر دی عبارت به
بنابراین شد. خواهد صفر بیشتری نقاط در باقیمانده یابد افزایش N هرچه واضح به�طور باشد. برقرار
ان هم�م یا انتخابی نقاط روش را زیرشاخه این روش�های �شود. م را هم u(x) به N افزایش با uN (x)

از منظور پایان�نامه این در اما است �تر کل شبه�طیف روش به نسبت ان هم�م روش چند هر �نامند. م نیز
�رود. م به�کار عمودی پایه توابع با تنها که �باشد م شبه�طیف روش همان ان هم�م روش

غیردرونیاب روش�های

از ه�ای شب هیچ روش�ها این در �باشد. م تاو و گالرکین روش�های شامل غیردرونیاب زیرشاخه�ی
سپس و آزمون تابع در f(x) ضرب توسط f(x) مانند معلوم تابع ضرایب ندارد. وجود درونیاب نقاط
غیردرونیاب روش�های ابتدا تاریخ لحاظ از �شود. م محاسبه است) داخل ضرب (منظور انتگرال�گیری

�برند. م به�کار روش�ها این برای فقط را طیف عنوان برخ دلیل همین به یافتند، گسترش
و آزمون توابع چون و �شوند م انتخاب توابع از کامل مجموعه�ی از سع توابع گالرکین روش در
جواب نمایش قابلیت روش این جمله کاف تعداد از استفاده با بنابراین �باشند، م خانواده ی از سع
مجموعه�ی عضو هر با آن متعامدسازی طریق از را باقیمانده تابع گالرکین روش واقع در دارد. را دقیق

�کند. م صفر (N → ∞ حد (در توابع کامل
توابع مجموع صورت به باقیمانده تابع معادله، در uN تقریب تابع ذاری جای از پس روش این در

�شود: م نوشته پایه
Res(x; a٠, . . . , an) =

∞∑

i=٠
ri(a٠, . . . , aN )φi(x). (٢٢.١)

�شوند: م محاسبه عادی داخل ضرب توسط ri ضرایب اینجا در
ri =

⟨Res,φi⟩
⟨φi,φi⟩

. (٢٣.١)

�تر کوچ و کوچ دامنه، روی باقیمانده آن�گاه گردد، صفر بیش�تری ri ضرایب تعداد چه هر است بدیه
�دهیم: م قرار صفر برابر را اول ضریب N + ١ ،aj ضرایب یافتن برای شد. خواهد

ri = ٠, i = ٠,١, . . . , N. (٢۴.١)

که: است این با هم�ارز این
⟨Res,φi⟩ = ٠, i = ٠,١, . . . , N. (٢۵.١)

ن، مرزیهم شرایط در جداگانه به�طور که هستند هموار نامتناه توابع آزمون، توابع روشگالرکین در
به�کار غیرمتناوب مرزی شرایط مسائل برای که است گالرکین روش از بهبودی تاو روش �باشند. م صادق
در تفاوت تنها �پذیرد. م صورت گالرکین روش همانند باقیمانده تابع کمینه�سازی روش، این در �رود. م
در آزمون توابع که نیست نیازی یعن �گردد، م اعمال محدودیت عنوان به نیز مرزی شرایط که است این
است. چشم�پوش قابل آن�ها بین خطای روش، دو این بین تفاوت وجود با باشند. صادق مرزی شرایط
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�پردازیم: م معمول دیفرانسیل معادلات حل برای تاو روش �تر جزئ بررس به حال
نمایش زیر ل ش به را آن و داده بسط پایه�ای ١+Nتابع مجموع صورت به را u(x) ابتدا روش این در

�دهیم: م

uN (x) =
N∑

j=٠
ajφj(x) = ATφ(x), (٢۶.١)

A = [a٠, a١, ..., aN ]T , (٢٧.١)
φ(x) = [φ٠(x),φ١(x), ...,φN (x)]T , (٢٨.١)

�باشد. م کامل و متعامد دو به دو توابع از برداری φ(x) که
باشد نیاز نیز u(x) تابع مشتقات به است ن مم L(u) = ٠ معمول دیفرانسیل معادله��ی حل برای

�شود: م استفاده زیر شرح به مشتق عملیات ماتریس از آن�ها محاسبه�ی برای که

u(١)N (x) =
N∑

j=٠
ajφ

(١)
j (x) = ATDφ(x),

u(٢)N (x) =
N∑

j=٠
ajφ

(٢)
j (x) = ATD٢φ(x),

.

.

.

u(n)N (x) =
N∑

j=٠
ajφ

(n)
j (x) = ATDnφ(x) (٢٩.١)

�شوند. م برده به�کار دیفرانسیل معادله�ی تکمیل برای نیز ضرب عملیات ماتریس�های نیاز صورت در
شرایط گرفتن نظر در و پایه توابع با آن داخل ضرب محاسبه�ی و باقیمانده تابع یل تش با آخر در

�آیند: م به�دست aj مجهول ضرایب مسأله، مرزی و اولیه
⟨Res(xk; a٠, . . . , aN ),φk⟩ = ٠, k = ٠,١, . . . , N −m, (٣٠.١)

.[٢٩ ،٢٨ ،٢٧ ،٢۶ ،٢] است اولیه و مرزی شرایط تعداد m که

پایه توابع انتخاب ١.٣.١

و محدود عناصر روش�های از را طیف روش�های که است �هایی ویژگ از ی پایه توابع انتخاب
�باشند م بینهایتمشتق�پذیر عموم توابع ، طیف روش�های در پایه توابع �کند. م متمایز تفاضلاتمتناه

باشند: �هایی ویژگ چنین دارای باید که

آسان محاسبه�ی •
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سریع رایی هم •

بودن کامل •

بهترین فوریه سری�های خصوصاً ، مثلثات بسط�های است. آسان پایه توابع انتخاب متناوب، مسائل در
این�گونه در نیست. سادگ این به پایه توابع انتخاب متناوب، غیر مسائل در .[٣١ ،٣٠] �باشند م انتخاب
مواردی در جز پایه عنوان به توابع این انتخاب اما باشد؛ x توان�های �تواند م انتخاب ساده�ترین مسائل

.[٣١] است نامناسب �پذیرد، م انجام بالایی دقت با ریاض محاسبات یا باشد کوچ N که
انجام توابع، این خاص �های ویژگ است. معمول بسیار طیف روش�های در متعامد توابع از استفاده
مجموع صورت به را f(x) تابع اگر که است این تعامد ویژگ مهم�ترین �کند. م آسان بسیار را محاسبات

آن�گاه دهیم بسط متعامد توابع
⟨f(x),φi⟩ =

N∑

j=٠
aj ⟨φj ,φi⟩ ⇒ ai =

⟨f(x),φi⟩
⟨φi,φi⟩

. (٣١.١)

بازگشت روش توسط کار این است. آسان بسیار نیز متعامد ساختمجموعه�های استکه ذکر به لازم
�گیرد. م صورت گرام-اشمیت

کامل متعامد توابع رده�های همه�ی که است این دارد، وجود متعامد توابع از استفاده در که ل مش
�شوند، م ساخته اشتورم-لیوویل ویژه�ی معادلات توسط که توابع از موضوع این حل برای نیستند.

هستند. کامل و متعامد اشتورم-لیوویل معادلات توسط شده تولید توابع �گردد. م استفاده

نیمه�متناه بازه�های در طیف روش�های ٢.٣.١

طیف روش�های کرد. استفاده نیز نیمه�متناه فاصله�ی در مسائل حل برای �توان �م طیف روش�های از
از: عبارتند رفته�اند به�کار مسائل این�گونه حل برای که مختلف

[٣۶ ،٣۵ ،٣۴ ،٣٣ ،٣٢ ،٢٨] لاگر توابع و چندجمله�ای�ها از استفاده •
روش (این بزرگ کاف اندازه�ی به xmax انتخاب و [٠, xmax] صورت به نیمه�متناه بازه�ی برش •

[٣١] �نامند.) م دامنه برش را
از استفاده و متغیر) تغییر کم (به متناه بازه�ی در مسأله به نیمه�متناه بازه�ی در مسأله تبدیل •

[٣٨ ،٣٧] متناه بازه�ی در مسأله حل برای ژاکوبی چندجمله�ای�های
توابع همانند متغیر)، تغییر کم (به نیمه�متناه بازه�ی در توابع به متناه بازه�ی در توابع تبدیل •

[۴٢ ،۴١ ،۴٠ ،٣٩ ،٢٩] پایه�ای توابع عنوان به آن�ها از استفاده و لژاندر گویای و چبیشف گویای

رایی هم داد. بسط لاگر چندجمله�ای�های مجموع صورت به �توان م را u ∈ L٢w(٠,∞) هرتابع
L٢w(٠,∞) به متعلق تابع مشتقات همه این�که بر مشروط است، جبری رایی هم از سریع�تر سری�ها این
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تکین بازه پایان سر دو هر در که هستند اشتورم-لیوویل مسائل ویژه�ی توابع لاگر چندجمله�ای�های باشند.
رایی هم دارای سری�ها این �شود، م نزدی صفر بینهایتبه در سرعتنمایی با که وزن تابع با �باشند. م
Nثابت برای تقریب کارایی بنابراین �باشند. م ران بی بسط چندجمله�ای�های که حال در هستند متوسط
ران بی نوسانات دارای �بینهایت در است ن مم مثلا شود. بدتر بینهایت به x کردن میل با است ن مم
از است بهتر �شوند، م صفر بینهایت در که توابع تقریب برای لات مش چنین از جلوگیری برای باشد.
رایی هم ،u ∈ L٢w(٠,∞) هموار �بینهایت تابع برای است ذکر به لازم شود. استفاده لاگر توابع با بسط
نزول �بینهایت در نمایی سرعت با u که �دهد م روی زمان تنها لاگر توابع از شده بریده سری�های طیف

کند.
مرتبه�ی دقت xmax افزایش با �شود، م استفاده نیمه�متناه بازه�ی برای دامنه برش روش از که هنگام
برای را ارهایی راه [۴٣] بوید یابد. افزایش سری جملات تعداد که �شود م حاصل زمان تنها نامتناه

است. کرده ارائه N با xmax افزایش
به�کار با است. توجه مورد بسیار φ : [−١,١] → [٠,∞) آن در که x = φ(ξ) نگاشت�های از استفاده
تشخیص v(ξ) = u(φ(ξ)) تابع رفتار از را u(x)تقریب رایی هم �های ویژگ �توان م نگاشت�ها این بردن
تبدیل متناه بازه�ی در مسأله به نیمه�متناه بازه�ی در مسأله ،x جای به φ(ξ) ذاری جای با یعن داد.
�رود. م انتظار نامتناه مرتبه�ی دقت است، مشتق�پذیر �بینهایت [−١,١] روی v(ξ) که هنگام �گردد. م
ξ = ±١ در v(ξ) مشتقات رفتار بحث باشد، مشتق�پذیر �بینهایت [٠,∞) در نیز u(x) این�که فرض با
در u(x) مشتقات این�که بر مشروط �آید م به�دست نواخت ی طیف دقت تسامح کم با �شود. م مطرح

کنند. نوسان آهسته کاف اندازه�ی به و کنند نزول سریع کاف اندازه�ی به x → ∞

از: عبارتند رفته به�کار نگاشت�های رایج�ترین

جبری نگاشت
x = L

١+ ξ

١− ξ
. (٣٢.١)

نمایی نگاشت
x = −L ln

١− ξ

٢ . (٣٣.١)

اریتم ل نگاشت
x =

L

٢ ln
٣+ ξ

١− ξ
. (٣۴.١)

x کمتر مقادیر به اریتم ل نگاشت و x بالاتر مقادیر به را ان هم�م گره�های بیشتر جبری نگاشت
مانند �کنند م نزول آهسته نسبتاً بینهایت در که توابع تقریب برای جبری نگاشت بنابراین �نگارد. م
مثلا دارند سریع نزول که توابع برای نمایی و اریتم ل نگاشت�های که حال در است. مناسب ١

x

دامنه�ی روی طیف بسط�های ، متناه بازه�های روی بسط�ها بر�خلاف �باشند. م مناسب�تر نمایی، نزول
ی عنوان به .N برش پارامتر و L طول مقیاس �باشد؛ م گسسته�سازی پارامتر دو دارای نیمه�متناه

.[٣١] آید به�دست طیف دقت تا یابد افزایش N با باید L طول مقیاس ، کل قانون
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بازه�ی در مسأله به نیمه�متناه بازه�ی در مسأله تبدیل برای که عمل عکس �توان م مشابه، طریق به
بازه�ی که نگاشت�هایی از استفاده با �توان م یعن داد. انجام پایه توابع مورد در را شد معرف متناه
در پایه مجموعه�های به را متناه بازه�ی در پایه مجموعه�های �نگارد، م متناه بازه�ی به را نیمه�متناه
یافت نیمه�متناه بازه�های برای گوناگون پایه�های روش این وسیله�ی به کرد. تبدیل نیمه�متناه بازه�ی

باشد. نظر مورد نگاشت تحت ژاکوبی چندجمله�ای�های تصاویر �تواند م پایه�ها این �شود. م
معکوس آن�ها مهم�ترین دارد. وجود [−١,١] بازه�ی به [٠,∞) بازه�ی انتقال برای زیادی نگاشت�های

رفت: به�کار نیمه�متناه بازه به [−١,١] بازه انتقال برای که است نگاشت�هایی

جبری نگاشت
ξ =

x− L

x+ L
. (٣۵.١)

نمایی نگاشت
ξ = ١− ٢e− x

L .(٣۶.١)

اریتم ل نگاشت
ξ = −١+ ٢ tanh

(x
L

)
. (٣٧.١)

بر آن تأثیر به L مقدار مورد در او �سازد. م مشخص تجربه با را L مقدار که �کند م اشاره [۴٣] بوید
�کند[۴۴]. م تعیین را L برای مناسب بازه�ی و مقدار آزمایش روی از ول �کند، م اشاره رایی هم نرخ





فصل٢

لاگر توابع و چند�جمله�ای�ها

مقدمه ١.٢
خاصیت دارای و شده�اند تعریف [٠,+∞) بازه��ی در لاگر توابع و توسعه�یافته لاگر چندجمله�ای�های
مناسبی توابع و چندجمله�ای�ها �توانند م متناه نیمه بازه�ی در مسائل حل برای نتیجه در �باشند، م تعامد

باشند.
را آن�ها خواص و �پردازیم م لاگر توابع و توسعه�یافته لاگر چندجمله�ای�های معرف به فصل این در

�دهیم. م قرار بررس مورد

توسعه�یافته لاگر چند�جمله�ای�های ٢.٢
معادله�ی تابع nامین ،Lα

n(x) آن در که �شوند م Lαنمایشداده
n(x) با توسعه�یافته چندجمله�ای�هایلاگر
:[۴٧ ،۴۶ است[۴۵، زیر اشتروم-لیوویل

x
d٢
dx٢L

α
n(x) + (α+ ١− x)

d

dx
Lα
n(x) + nLα

n(x) = ٠,
x ∈ I = [٠,∞), n = ٠,١,٢, .... (١.٢)

:[۴٨ ،۴٧ ،۴۶ شوند[۴۵، م تعریف زیر بازگشت فرمول با توسعه�یافته لاگر چندجمله�ای�های

Lα٠(x) = ١,
Lα١(x) = ١+ α− x,

nLα
n(x) = (٢n− ١+ α− x)Lα

n−١(x)− (n+ α− ١)Lα
n−٢(x),

n ≥ ٢, α ≻ −١, (٢.٢)
١٣



لاگر توابع و چند�جمله�ای�ها .٢ ١۴

. Lα
n(٠) =

(
n+ α

n

)
ی شده نرمال وضعیت با

رابطه�ی هستند. wα = xαe−x وزن تابع دارای و �باشند م متعامد توسعه�یافته لاگر چندجمله�ای�های
است: زیر ل ش به چندجمله�ای�ها این تعامد

∫ +∞

٠
Lα
n(x)L

α
m(x)wα(x)dx = (

Γ(n+ ١+ α)

n!
)δnm,

�کنند: م صدق زیر روابط در توسعه�یافته لاگر چندجمله�ای�های
Lα
n(x) = ∂xL

α
n(x)− ∂xL

α
n+١(x), (٣.٢)

∂xL
α
n(x) = −

n∑

k=٠
Lα
k (x).

(۴.٢)

٢.۵) ل ش در مثال برای �کنند. م ایجاد ناپایداری محاسبات در توسعه�یافته لاگر چندجمله�ای�های
شده�اند. داده نمایش y ∈ [−١٠٠٠, ١٠٠٠] و x ∈ [٠, ۵٠] بازه�ی در Lα١, Lα٢, ..., Lα٨ نمودارهای (١.
این نیست. دقیق x زیاد مقادیر در Lα

n محاسبه�ی ،n کوچ مقادیر برای �کنید م مشاهده که همان�گونه
در بد�وضع موجب [٠,+∞) بازه�ی ابتدای کم نسبتاً مقادیر با مقایسه در بازه، از قسمت در تند نوسان
که تابع ضرب با صفر، از دورتر نقاط در لاگر چندجمله�ای�های بیشتر کنترل برای �شود. م مسائل حل
معادله�ی ی جواب مقدار که مواقع در �آوریم. م به�دست ری دی توابع دارد، سریع�تری نزول سرعت

�کنند. م شایان کم ما به شده حاصل توابع است، صفر مساوی بی�نهایت در خط غیر
:[۵١ ،۵٠ �شود[۴٩، م تعریف زیر صورت به ℓαk یافته توسعه لاگر تابع
ℓαk = e

−x
٢ Lα

k (x), α ≻ −١, n = ٠,١,٢, .... (۵.٢)

�باشند. م متعامد نیز توابع این �شود. م بیان نیز lαk = e−xLα
k (x) با کتاب�ها از برخ در لاگر تابع

�کنیم: م تعریف زیر ل ش به را φj اصلاح�شده�ی لاگر تابع ما
φj(x) = ℓαj (

x

L
), L ≻ ٠. (۶.٢)

.[۵۴ ،۵٣ ،۵٢ است[۴٣، داده پیشنهاد بوید را L بهبود��دهنده�ی ثابت پارامتر از استفاده
و توسعه�یافته لاگر چندجمله�ای�های نوسان میزان لحاظ از مقایسه�ای (٢.٢.۵) (١.٢.۵)و ال اش در

�دهیم. م نشان را اصلاح�شده�ی لاگر توابع

گاوس انتگرال�گیری ٣.٢
و ایرانزو توسط لاگر چندجمله�ای�های و توابع برای گاوس نقاط و گاوس انتگرال فرمول�های

گردید[۵۵]. معرف فلاکوئس



١۵ گاوس انتگرال�گیری .٣.٢

n = ١,٢,٣,۴,۵,۶,٧,٨ توسعه�یافته: لاگر چندجمله�ای�های :١.٢ ل ش

n = ١,٢,٣,۴,۵,۶,٧,٨ اصلاح�شده: لاگر توابع :٢.٢ ل ش



لاگر توابع و چند�جمله�ای�ها .٢ ١۶

زیر قضایای قالب در را گاوس انتگرال فرمول�های و متعامد چندجمله�ای�های بین رابطه�ی این�جا در
�کنیم. م بیان

برای که به�طوری دارند وجود λN ,λn−١, ...,λ١,λ٠ مثبت اعداد .( گاوس (انتگرال�گیری .١.٣.٢ قضیه
،f(ξ) ∈ P٢N+١ چندجمله�ای هر

b∫

a

f(ξ)ρ(ξ)dξ =
N∑

j=٠
λjf(ξ), (٧.٢)

هستند. pN+١(ξ) متعامد چندجمله�ای ریشه�های ξjها که

تقسیم وریتم ال بنابر باشد. درجه�ای هر از دلخواه چندجمله�ای ی f(ξ) کنید فرض برهان.

f(ξ) = pN+١(ξ)q(ξ) + r(ξ), (٨.٢)

است. N + ١ از کمتر r(ξ) درجه�ی و است متعامد شده تعریف وزن به نسبت pN+١(ξ) که
داریم: هستند pN+١(ξ) صفرهای ξjها چون

f(ξ) = r(ξ), j = ٠,١, ..., N. (٩.٢)

پس
b∫

a

f(ξ)ρ(ξ)dξ =

b∫

a

pN+١(ξ)q(ξ)ρ(ξ)dξ +
N∑

j=٠
λjf(ξ), (١٠.٢)

اگر است دقیق (٣٢.۵) حال �شوند. م نامیده کریستفل اعداد یا و مربع�سازی وزن�های λj که
b∫

a

pN+١(ξ)q(ξ)ρ(ξ)dξ = ٠, (١١.٢)

نتیجه تعامد)، خاصیت (بنابر است دقیق باشد، N + ١ از کم�تر درجه�ی از که q(ξ) برای (٣۶.۵) چون
است. دقیق ٢N + ١ درجه�ی از حداکثر چندجمله�ای�های برای (٣٢.۵) رابطه�ی که �شود م

یرید. ب نظر در را ℓ٢j (ξ) − ℓj(ξ) چندجمله�ای�های هستند. مثبت λjها دهیم نشان باید تنها حال
ℓ٢j (ξ) − ℓj(ξ) = پس �شود. م صفر ،ξN , ..., ξ١, ξ٠ نقاط در که است ٢N درجه�ی از چندجمله�ای این

بنابراین است. N − ١ درجه�ی که pN+١(ξ)q(ξ)

b∫

a

(ℓ٢j (ξ)− ℓj(ξ))ρ(ξ)dξ =

b∫

a

pN+١(ξ)q(ξ)ρ(ξ)dξ = ٠, (١٢.٢)



١٧ گاوس انتگرال�گیری .٣.٢

و

λj =

b∫

a

ℓj(ξ)ρ(ξ)dξ =

b∫

a

ℓ٢j (ξ)ρ(ξ)dξ ≻ ٠. (١٣.٢)

�گیرند، م قرار بازه درون ،[a, b] بازه�ی بر شده تعریف pN (ξ) متعامد چندجمله�ای ریشه�های همه�ی
تعمیم را گوس انتگرال�گیری باید باشیم، داشته معادله در مرزی شرایط اعمال به نیاز چنان�چه بنابراین
منظور همین برای گاوس-لوباتو و گوس-رادو انتگرال�گیری گردد. مرزی نقاط شامل که گونه�ای به دهیم

�روند. م به�کار
�کنیم. م انتگرال�گیری وارد را مرزی نقاط از ی تنها گاوس-رادو انتگرال�گیری در

که به�طوری دارند وجود λn,λn−١, ...,λ١,λ٠ مثبت اعداد گاوس-رادو). (انتگرال�گیری .٢.٣.٢ قضیه
،f(ξ) ∈ P٢N چندجمله�ای هر برای

b∫

a

f(ξ)ρ(ξ)dξ =
N∑

j=٠
λjf(ξ), (١۴.٢)

نظر مورد مرزی نقطه�ی c و هستند pN+١(ξ)− pN+١(c)
pN (c) pN (ξ) متعامد چندجمله�ای ریشه�های ξjها که

�باشد. م b یا a یعن

.[۵۶]٧٢ صفحه�ی برهان.

انتگرال�گیری در مرزی نقطه�ی دو هر بخواهیم که �رود م به�کار زمان گاوس-لوباتو انتگرال�گیری
نظر در را q(x) = pN+١(ξ) + cpN (ξ) + dpN−١(ξ) چندجمله�ای منظور این برای باشند. داشته شرکت

.q(a) = q(b) = ٠ که �شوند م انتخاب نحوی به d و c آن در که �گیریم م
به�طوری دارند وجود λn,λn−١, ...,λ١,λ٠ مثبت اعداد گاوس-لوباتو). (انتگرال�گیری .٣.٣.٢ قضیه

،f(ξ) ∈ P٢N−١ چندجمله�ای هر برای که

b∫

a

f(ξ)ρ(ξ)dξ =
N∑

j=٠
λjf(ξ), (١۵.٢)

هستند. بالا در شده تعریف q(ξ) متعامد چندجمله�ای ریشه�های ξjها که

.[۵۶]٧٢ صفحه�ی برهان.



لاگر توابع و چند�جمله�ای�ها .٢ ١٨

و کرد انتگرال داخل ضرب وارد انتخاب، را ρ(ξ) هموار تابع هر �توان م تقریباً �دانیم م که همان�طور
چندجمله�ای�های از نامتناه مجموعه�ی تا برد به�کار ١, ξ, ξ٢, برای... را گرام-اشمیت سپسمتعامدسازی
همین با لاگر و هرمیت لژاندر، چبیشف، مشهور چندجمله�ای�های ساخت. ρ(ξ) وزن به نسبت متعامد

�شوند. م ساخته مختلف بازه�های و وزن�ها انتخاب طریق از و روش
چندجمله�ای�های خانواده�ی (٢+N)ام عضو که �دهد م نشان متعامد چندجمله�ای�های عموم نظریه�ی
این ریشه�های دارد. متناظر بازه�ی رون حقیق صفر N + ١ دقیقاً و N + ١ درجه� از هموار متعامد
شده آورده زیادی کتاب�های در گوناگون وزن توابع و مختلف Nهای برای λj وزن�های و چندجمله�ای�ها
محاسبه نیز کامپیوتری برنامه�های طریق از سادگ به �توان م را وزن�ها و صفرها این این�که ضمن است؛

کرد[۵٧].
وزن�های و گره�ها ،xα وزن تابع با لاگر توابع و wα = xαe−α وزن تابع با لاگر چندجمله�ای�های برای

داریم: را زیر مربع�سازی

تقریب برای روش ی �باشند. م Lα
N+١(ξ) چندجمله�ای ریشه�های ξjها، لاگر�گاوس چندجمله�ای

:[۵٩ �باشد[۵٨، م زیر صورت به Lα
N+١ ریشه�های

yk − sin yk = ٢π N − k + ٣
۴

٢N + α+ ١ , k = ١, ..., N, (١۶.٢)

�کنیم. م تعریف زیر صورت به را zk سپس

zk = [cos(
١
٢yk)]

٢, k = ١, ..., N, (١٧.٢)

�آوریم: م به�دست زیر صورت به گوس ریشه�های سرانجام و
ξj = ٢)٢N + α+ ١)zk +− ١

۶(٢N + α+ ١)[ ۵
۴(١+zk)٢ − ١

١−zk
− ١+ ٣α٣] ,

از: عبارتند وزن�ها
λj =

Γ(α+N)

N !
(Lα

N (xj)
d

dx
Lα
N−١(xj))−١, j = ٠,١, ..., N. (١٨.٢)

وزن�ها �باشند. م Lα
N+١(xj)− N+α+١

N+١ Lα
N (xj)چندجمله�ای ریشه�های ξjها، گاوس�رادو چندجمله�ای

از: عبارتند

λ٠ =
(α+ ١)Γ٢(α+ ١)(N − ١)!

Γ(N + α+ ١) , (١٩.٢)

λj =
Γ(α+N)

N !
(Lα

N (xj)
d

dx
Lα
N−١(xj))−١, j = ١,١, ..., N.



فصل٣

هرميت توابع و چند�جمله�ای�ها

مقدمه ١.٣
�شود م گفته كلاسيك متعامد چندجمله�ای�هاي از دنباله يك به هرميت چند�جمله�ای�هاي رياضيات در
سیستم�ها تئوری در همچنین آن�ها است. اج�وورث سری�های آن از مثال �آيند، م به�وجود احتمالات در كه
هرميت چارلز پساز چند�جمله�ای�ها اين �شوند. م استفاده گاوس نویز روی عملیاتغیرخط با ارتباط در
شده مطالعه (١٨۵٩) چبيشف و (١٨١٠) لاپلاس توسط قبلا اگرچه شدند، مشهور اسم اين به (١٨۶۴)
.x ∈ R = (−∞,+∞) و n ≥ ٠ که �شوند، م داده نمایش Hn(x) با هرمیت چندجمله�ای�های بودند.

�پردازیم. م آن�ها خواص و هرمیت توابع و چندجمله�ای�ها بیان به بخش این در

آن�ها خواص و هرميت چندجمله�ای�های ٢.٣
�نامیم: م هرمیت معادله�ی را زیر معادله�ی

y′′ − ٢xy′ + ٢xy = ٠. (١.٣)
x → ٠ وقت آن، علاوه�بر و باشد متناه ،x متناه مقادیر کلیه�ی برای که داریم جوابی به نیاز کاربردها در
به و �دهند م نشان Hn(x) با را (١.٣) معادله�ی استاندارد جواب .y(x)ex٢/٢ → ٠ باشيم داشته آن�گاه

�گويند: م n مرتبه�ی هرميت چند�جمله�ای آن

Hn(x) = an

[n/٢]∑

k=٠
(−١)k n!

k!(n− ٢k)! (٢x)
n−٢k, (٢.٣)

.ak = − (k+١)(k+٢)
٢(n−k)! (٢x)n−٢k و است صحيح جزء نشانه�ی [] كه طوري به

نوشت: زير صورت به را e٢tx−t٢ �توان م آن�گاه باشند، حقيق اعدادی x و t اگر .١.٢.٣ قضیه
e٢tx−t٢ =

∞∑

n=o

tn

n!
Hn(x). (٣.٣)

١٩



هرميت توابع و چند�جمله�ای�ها .٣ ٢٠

گرفت: نظر در هرمیت چند�جمله��ای�های برای را زیر کل ل ش �توان م حال

داریم: n طبیع عدد هر برای .٢.٢.٣ قضیه

Hn(x) = (−١)nex٢ dn

dxn
e−x٢Hn(x) = ٢n{exp(−١۴

d٢
dx٢ )}x

n, (۴.٣)

�شود: م تعریف زیر صورت به exp ر عمل آن در که

exp(
d

dx
)f(x) =

∞∑

k=٠

١
k!
.
dK

dxk
. (۵.٣)

�توانیم م کردیم بیان قبل قضیه�ی در هرمیت چندجمله�ای�های برای که کل ل ش دو به توجه با حال
بنویسیم: زیر صورت به را چندجمله�ای�ها این از تعدادی

H٠(x) = ١
H١(x) = ٢x
H٢(x) = ۴x٢ − ٢
H٣(x) = ٨x٣ − ١٢x
H۴(x) = ١۶x۴ − ۴٨x٢ + ١٢
H۵(x) = ٣٢x۵ − ١۶٠x٣ + ١٢٠x
H۶(x) = ۶۴x۶ − ۴٨٠x۴ + ٧٢٠x٢ − ١٢٠
H٧(x) = ١٢٨x٧ − ١٣۴۴x۵ + ٣٣۶٠x٣ − ١۶٨٠x

...

مشاهده (٢.٣) ل ش در �توانید م را n = ٠,١,٢,٣,۴,۵,۶ ازای به هرميت چندجمله�ای�های نمودار
کنید.

هرميت چندجمله�ای�های مقادير ١.٢.٣

داريم: آن�گاه باشند، منف غير صحيح عدد دو m و n اگر .٣.٢.٣ قضیه
∫ +∞

−∞
e−x٢Hn(x)Hm(x)dx = ٢nn!

√
xδmn, (۶.٣)

آن در كه

δmn =

⎧
⎨

⎩
١, m = n,

٠, m ̸= n.
(٧.٣)



٢١ آن�ها خواص و هرميت چندجمله�ای�های .٢.٣

n = ٠,١,٢,٣,۴,۵,۶ هرميت: چندجمله�ای�های :١.٣ ل ش

گرفت نتيجه كل صورت به �توان م و �دهد م نشان را هرميت چندجمله�ای�های تعامد فوق قضيه�ی
است: متعامد e−x٢ وزن با زير تابع كه

Hn(x) ∈ Lz(−∞,+∞). (٨.٣)

بازگشت رابطه�ی كرد. اشاره آن�ها بازگشت روابط به �توان م هرميت چندجمله�ای�های خواص از
�كند: م توليد را هرميت چند�جمله�ای�های زیر سه-عبارت

Hn+١(x) = ٢xHn(x)− ٢nHn−١(x), n ≥ ١ (٩.٣)
H٠(x) = ١, H١(x) = ٢x.

که: ترتيب این به هستند، متعامد ω(x) = e−x٢ وزن تابع به توجه با آن�ها
∫

R
Hm(x)Hn(x)e

−x٢dx = γnδmn, γn =
√
π٢nn!. (١٠.٣)

�بینیم. م را هرمیت خواصچندجمله�ای�های از برخ زیر در
است: اشتروم-لیوویل معادله�ی ویژه�ی تابع هرمیت چندجمله�ای�های (١

ex
٢
(e−x٢H ′

n(x))
′ + ٢nHn(x) = ٠. (١١.٣)



هرميت توابع و چند�جمله�ای�ها .٣ ٢٢

هستند: برقرار هرميت چند�جمله�ای�های در زير مشتق روابط (٢
H ′

n(x) = ٢nHn−١(x), n ≥ ١ (١٢.٣)
H ′

n(x) = ٢xHn(x)−Hn+١(x), n ≥ ٠. (١٣.٣)

داريم: (١٢.٣) و (١٠.٣) معادله�های به توجه با (٣
∫

R
H ′

m(x)H ′
n(x)ω(x)dx = ۴n٢γn−١δmn. (١۴.٣)

است. kn = ٢n برابر Hn(x) مقدم ضریب (۴
است: زير صورت به آن�ها زوج-فرد تقارن�های خاصيت (۵

H٢n(−x) = H٢n(x), H٢n+١(−x) = −H٢n+١(x),

H٢n(٠) = (−١)n((٢n)!)/n!, H٢n+(٠)١ = ٠. (١۵.٣)

است. مواجه الات مش با نیمه�متناه فاصله�ی در مسائل برایحل هرمیت چندجمله�ای�های از استفاده

�شود. م مواجه ل مش با است بی�نهایت مرزی شرط دارای که دیفرانسیل معادلات برای مثال عنوان به
قابل راحت به که شد گرفته به�کار نقیصه این رفع برای هرمیت توابع بر مبتن ان هم�م روش همین برای

است. پیاده�سازی

وبر�هرميت معادله�ی ٢.٢.٣

�ناميم: م وبر-هرميت معادله�ی را زير معادله�ی
y′′ + (λ− x٢)y = ٠. (١۶.٣)

معادله�ی y = ze−x٢/٢ متغير تغيير اعمال با است. هرميت معادله�ی با نزدي ارتباط دارای معادله اين
�آيد: م به�دست زير صورت به فوق

z′′ − ٢xz′ + (Λ− ١)z = ٠. (١٧.٣)
قبل مانند بنابراين است. ٢n = Λ−١ كه طوری به است، n مرتبه�ی از هرميت معادله�ی همان معادله اين
�كند، م ميل بی�نهايت سمت به x كه زمان و باشد متناه ،x مقادير همه�ی برای كه هستيم جوابی دنبال
با صورت این در باشد. نامنف صحیح عدد ی باید (Λ − ٢/(١ همچنين نباشد. ex٢/٢ از سريع�تر

�آيد: م در زير به�صورت معادله قالب n = (Λ− ٢/(١ قراردادن
Hn(x) = e−x٢/٢Hn(x), (١٨.٣)

كار سادگ براي را هرميت توابع �یتوانيم م حال �ناميم. م n مرتبه�ی وبر-هرميت تابع Hn(x)را آن در كه
كنيم. بيان را آن خواص و تعريف است شده بیان بعدی بخش در كه صورت به كردن نرمال و



٢٣ آن�ها خواص و هرميت توابع .٣.٣

آن�ها خواص و هرميت توابع ٣.٣
مجانبی رفتار بی�نهایت در هرمیت چند�جمله�ای�های کردید، مشاهده (٢.٣) ل ش در كه طور همان
خواهیم به�کار را هرمیت توابع رو این از نیستند[۶١]. مناسب به�کارگیری برای نتیجه در دارند، آشفته�ای

�شوند[۶٢]: م تعریف زیر به�صورت n درجه از استاندارد هرمیت توابع گرفت.

H̃n(x) =
٢√١nn!

e−x٢/٢Hn(x), n ≥ ٠, x ∈ R. (١٩.٣)

، یعن �باشد، م L٢(R) در متعامد سیستم ی {H̃n} که است مشخص
∫ +∞

−∞
H̃n(x)H̃m(x)dx =

√
πδmn, (٢٠.٣)

است. کرونکر دلتا تابع δ که
هستند: خوش�رفتار ، نزول خاصیت داشتن دليل به هرمیت توابع هرمیت، چند�جمله�ای�های خلاف بر

|H̃n(x)| −→ ٠, as |x| −→ ∞, (٢١.٣)

است: زیر به�صورت بزرگ n با آن�ها مجانب فرمول و

H̃n(x) ∼ n− ١
۴ cos(

√٢n+ ١x− nπ

٢ ). (٢٢.٣)

�دهند. م نشان را هرميت توابع رفتار (٣.٣) ل� ش
�توان م که کرد اشاره زیر سه-عبارت بازگشت رابطه�ی به �توان م هرمیت توابع خواص مهمترین از

ساخت: را توابع این آن به�وسیله�ی

H̃n+١(x) = x

√ ٢
n+ ١H̃n(x)−

√
n

n+ ١H̃n−١(x), n ≥ ١,
H̃٠(x) = e−x٢/٢, H̃١(x) =

√٢xe−x٢/٢. (٢٣.٣)

�گیریم: م نتیجه بالا فرمول و هرمیت چند�جمله�ای�های بازگشت رابطه از استفاده با

H̃ ′
n(x) =

√٢nH̃n−١(x)− xH̃n(x)

=

√
n

٢H̃n−١(x)−
√

n+ ١
٢ H̃n+١(x). (٢۴.٣)

که: �کند م ایجاب این و

∫

R
H̃ ′

n(x)H̃
′
m(x)dx =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−
√

n(n−١)π
٢ , m = n− ٢,

√
π(n+ ١

٢), m = n,

−
√

(n+١)(n+٢)π
٢ , m = n+ ٢,

٠, otherwise.



هرميت توابع و چند�جمله�ای�ها .٣ ٢۴

n = ٠,١,٢,٣,۴,۵ هرميت: توابع :٢.٣ ل ش

�که: زمان �باشند م خوش�رفتارتر شده�ی نرمال هرمیت توابع هرمیت، چند�جمله�ای�های درمقابل
P̃N := {u : u = e−x٢/٢v, ∀v ∈ PN}. (٢۵.٣)

�باشد. م N حداکثر درجه�ی از هرمیت چندجمله�ای�های همه�ی مجموعه�ی PN که به�طوری
تعریف زیر به�صورت را است شده استفاده هرمیت توابع از که حالت در گوس سازی مربع اکنون

�کنیم: م
کنید: تعریف زیر صورت به را وزن�ها و باشند، گاوس-هرمیت نقاط {xj}Nj=٠ کنید فرض

w̃j =

√
π

(N + ١)H̃٢
N (xj)

, ٠ ≤ j ≤ N. (٢۶.٣)

داریم: سپس
∫

R
p(x)dx =

N∑

j=٠
p(xj)w̃j , ∀p ∈ P̃٢N+١. (٢٧.٣)

هرميت توابع تبديل ١.٣.٣

تعريف (٠,+∞) بازه�ی روي بر پرداخته�ايم، آن�ها حل به هرميت توابع از استفاده با كه معادلات
مختلط ω-صفحه�ی از DS نامتناه نوار در هرميت، توابع خواص �دانيم، م كه همان�طور اما شده�اند.



٢۵ آن�ها خواص و هرميت توابع .٣.٣

داريم d > ٠ براي كه است شده مشتق

DS = {ω = t+ is : |s| < d ≤ π

٢}, (٢٨.٣)

برای راه�كار�ها از ي شوند. ساخته محدود و نيمه�بينهايت بی�نهايت، بازه�های برای �توانند م تقريب�ها
است. متغير تغيير �شود، م استفاده آن از نيز پايان�نامه اين در كه ، (٠,+∞) بازه�ی در تقريب�ها ساختن

کرد: ذکر را زیر متغییرهای تغییر �توان م مثال برای

w = φ(z) = ln(sinh(kz)) (٢٩.٣)

و

w = φ(z) =
١
k
ln(z) (٣٠.٣)

است. ثابت يك k كه
هستند شده تبديل هرميت توابع از تركيبی (٠,+∞) در شده گرفته پايه�ی توابع

Ĥn(x) ≡ H̃n(x) ◦ φ(x) = H̃n(φ(x)). (٣١.٣)

معادلات براي ω = φ(z) تبديل معكوس است. شده تعريف H̃n(x)(φ(x))به�صورت H̃n(x) ◦φ(x) كه
هستند زير به�صورت ترتيب به (٣٠.٣) و (٢٩.٣)

z = φ−١(ω) = ١
k
ln(eω +

√
e٢ω + ١). (٣٢.٣)

z = φ−١(ω) = ekω. (٣٣.٣)

داريم زير به�صورت را {xj}xj=+∞
xj=−∞ فضای نقاط معكوس تصوير بنابراين،

Γ = {φ−١(t) ∈ DE : −∞ < t < +∞} = (٠,+∞) (٣۴.٣)

داريم (٣٠.٣) و (٢٩.٣) معادلات با متناظر ترتيب به نيز و

x̃j = φ−١(xj) =
١
k
ln(exj +

√
e٢xj + ١), j = ٢±,١±,٠, ... (٣۵.٣)

و

x̃j = φ−١(xj) = ekxj , j = ٠,١,٢, ... (٣۶.٣)

�كنيم م تعريف باشد، Γ بازه در حقيق مقادير با انتگرال�پذير، ، غيرمنف تابع يك w(x) اگر

L٢w(Γ) = {v : Γ → R | v is measurable and ∥ v∥w < ∞}, (٣٧.٣)



هرميت توابع و چند�جمله�ای�ها .٣ ٢۶

آن در كه

∥ v∥w =

(∫ ∞

٠
| v(x) |٢ w(x)dx

) ١
٢
, (٣٨.٣)

�باشد، م L٢w(Γ) فضای داخل ضرب از حاصل نرم
< u, v >w=

∫ ∞

٠
u(x)v(x)w(x)dx. (٣٩.٣)

، يعن است. متعامد متقابلا (٣٩.٣) معادله�ی طبق بر كه �كند م بيان را يكسيستم {Ĥn(x)}n∈N بنابراين

< Ĥn(x), Ĥm(x) >w(x)=
√
πδnm, (۴٠.٣)

كرونكر دلتا تابع δnm نيز و ،w(x) = ١/x (٣٠.٣) حالت در و w(x) = coth(x) (٢٩.٣) حالت در كه ،
است: برقرار زير عبارات f ∈ L٢w(Γ) تابع هر برای است. كامل L٢w(Γ) در سيستم اين است.

f(x) ∼=
+N∑

k=−N

fkĤk(x), (۴١.٣)

∫ ∞

٠
f(x) ∼=

+N∑

k=−N

fk
φ′(x)

, (۴٢.٣)

با

fk =
< f(x), Ĥk(x) >w(x)

∥ Ĥk(x)∥٢w(x)

. (۴٣.٣)

كرد: تعريف زير صورت به تبديل�يافته، هرميت توابع اساس بر متعامد تبديل يك �توان م حال
دهيد قرار

ĤN = span{Ĥ٠(x), Ĥ١(x), ..., Ĥn(x)} (۴۴.٣)

داريم y ∈ L٢(Γ) هر براي كه است تبديل ،ξ̃N : L٢(Γ) −→ HN (Γ)L٢-متعامد تبديل

(ξ̂Ny − y,φ) = ٠, ∀ ∈ ĤN (۴۵.٣)

معادل به�طور يا

ξ̂Ny(x) =
N∑

i=٠
âiĤi(x). (۴۶.٣)



فصل۴

سینک توابع

مقدمه ١.۴

در مجهول توابع تقریب در آن�ها قدرت که است (−∞,+∞) بازه�ی در متعامد توابع سینک، توابع
است. نمایی رایی هم مرتبه�ی با دیفرانسیل معادلات

�دهیم. م قرار بررس مورد را آن�ها خواص و �پردازیم م سینک توابع معرف به فصل این در

سینک توابع ٢.۴

�شود[۶٣]: م تعریف زیر صورت به� سینک تابع

Sinc(x) =

⎧
⎨

⎩

sin(πx)
πx , x ̸= ٠,

١, x = ٠.

کرد: تعریف زیر همانند مختلط انتگرال به�صورت را سینک توابع �توان م x ̸= فرض٠ با

Sinc(x) =
Sin(πx)

πx
=

١
πx

eiπx − e−iπx

٢i =
١

٢iπx [e
itx]t=+π

t=−π =
١
٢π
∫

−π+πeitxdt.

�شود: م تعریف زیر به�صورت h گام طول با سینک، تابع انتقال kامین

Sk(h, x) ≡ Sinc(
x− kh

h
) =

⎧
⎨

⎩

sin(πh (x−kh))
πh(x−kh) , x ̸= kh,

١, x = kh.

٢٧



سینک توابع .۴ ٢٨

k = −١,٠,١ و h = π
٢ سینک: توابع :١.۴ ل ش

است: متعامد (−∞,+∞) بازه�ی در سینک توابع همچنین

Sk(h, jh) = δkj =

⎧
⎨

⎩
١, j = k,

٠, j ̸= k.

سری آن�گاه باشد، شده تعریف (−∞,+∞) بازه�ی در f(x) تابع اگر

C(f, h)(x) =
+∞∑

k=−∞
f(kh)Sinc(

x− kh

h
), h ≻ ٠, (١.۴)

مفصل به�طور تابع ی کاردینال بسط �نامیم، م f تابع ویتکر کاردینال بست بودن، را هم صورت در را
kهای و ثابت گام طول ازای به (−∞,+∞) بازه�ی در سینک توابع نمودار است. شده بیان [۶۴] در
و متفاوت گام�های طول ازای به (−∞,+∞) بازه�ی در سینک توابع نمودار و (٢.۴) ل ش در متفاوت،

است. شده داده نمایش (٢.۴) ل ش در ثابت k

(٠,+∞) بازه�ی در سینک توابع کاربرد ٣.۴
معادلات بخواهیم اگر حال شده�اند. تعریف (−∞,+∞) بازه�ی در طبیع به�طور سینک توابع
(٠,+∞) بازه�ی به ln(x) نگاشت� با را توابع این �توانیم م کنیم، حل را نامتناه بازه�ی در دیفرانسیل

کنیم. منتقل



٢٩ (٠,+∞) بازه�ی در سینک توابع کاربرد .٣.۴

k = ٠ و h = ١,٢,٣ سینک: توابع :٢.۴ ل ش

کنید فرض

DE =
{
z = x+ iy :| arg(z) |< d ≼ π

٢
}
, (٢.۴)

و

DS =
{
w = t+ is :| s |< d ≼ π

٢
}
, (٣.۴)

است (٠,+∞) بازه�ی در که DS فضای به است (−∞,+∞) بازه�ی در که را DE فضای این�که برای
�کنیم: م استفاده زیر نگاشت از کنیم، منتقل

w = φ(z) = ln(z). (۴.۴)

است: زیر به�صورت متناه نیمه بازه�ی در سینک پایه�ای توابع صورت این در

Sk(x) ≡ S(k, h)oφ(x) = Sinc(
φ(x)− kh

h
). (۵.۴)



سینک توابع .۴ ٣٠

k = −١,٠,١ و h = π
٣ سینک: توابع :٣.۴ ل ش

است. S(k, h)(φ(x)) تابع ،S(k, h)oφ(x) از منظور (٢۵.۵) معادله�ی در
با را (٠,+∞) بازه�ی اگر بنابراین ، است z = φ−١(w) = ew به�صورت w = φ(x)معکوس نگاشت

داریم: دهیم، نشان Γ

Γ =
{
φ−١(t) ∈ DE : −∞ < t < +∞

}
= (٠,+∞), (۶.۴)

است: زیر به�صورت (٠,+∞) بازه�ی در سینک نقاط حال

xk = φ−١(kh) = ekh, k = ٢±,١±,٠, .... (٧.۴)

در متفاوت، kهای و ثابت گام طول ازای به (٠,+∞) بازه�ی در ln(z)نگاشت با سینک توابع نمودار
ل ش در ثابت k و متفاوت گام�های طول ازای به (٠,+∞) بازه�ی در سینک توابع نمودار و (٣.۴) ل ش

است. شده داده نمایش (٣.۴)
نیز زیر نگاشت از �توانید م (٠,+∞) بازه� به (−∞,+∞) بازه�ی از سینک توابع انتقال برای همچنین

کنید: استفاده
w = φ(z) = ln(sinh(z)), (٨.۴)



٣١ (٠,+∞) بازه�ی در سینک توابع کاربرد .٣.۴

k = ٠ و h = ١,٢,٣ سینک: توابع :۴.۴ ل ش

�شوند: م تعریف زیر به�صورت DE و DS نگاشت، این با

DS =
{
w = t+ is :| s |< d ≼ π

٢
}
, (٩.۴)

DE =
{
z = x+ iy :| arg(sinh(z)) |< d ≼ π

٢
}
.

است: زیر به�صورت w = φ(z) معکوس نگاشت

z = φ−١(w) = ln(ew + (e٢w + ١) ١٢ ). (١٠.۴)

بود: خواهند زیر به�صورت (٠,+∞) بازه�ی در سینک نقاط حال

xk = φ−١(kh) = ln(ekh + (e٢kh + ١) ١٢ ), k = ٢±,١±,٠, .... (١١.۴)

kهای و ثابت گام طول ازای به (٠,+∞) بازه�ی در ln(sinh(z)) نگاشت با سینک توابع نمودار
k و متفاوت گام�های طول ازای به (٠,+∞) بازه�ی در سینک توابع نمودار و (٣.۴) ل ش در متفاوت،

است. شده داده نمایش (٣.۴) ل ش در ثابت



سینک توابع .۴ ٣٢

k = −١,٠,١ و h = π
٣ سینک: توابع :۵.۴ ل ش

k = ٠ و h = ١,٢,٣ سینک: توابع :۶.۴ ل ش



٣٣ (٠,+∞) بازه�ی در سینک توابع کاربرد .٣.۴

�کنیم: م تعریف حال باشد، Γ روی انتگرال�پذیر و حقیق ، نامنف تابعب w(x) کنید فرض

L٢w(Γ) =
{
υ : Γ → ℜ|υ is measurable and ∥υ∥ < ∞

}
, (١٢.۴)

به�طوری�که

∥υ∥w = (

∫ ∞

٠
|υ(x)|٢w(x)dx) ١٢ , (١٣.۴)

است. L٢w(Γ) فضای در آمده به�دست نرم
اگر

< u, υ >w=

∫ ∞

٠
u(x)υ(x)w(x)dx, (١۴.۴)

�دهند: م زیر شرایط با متعامد مجموعه�ی ی یل تش ثابت، h ی با {Sk(x)
}
k∈Z آن�گاه

< Skn(x), Skm(x) >w(x)= hδnm, (١۵.۴)

در کامل متعامد سیستم ی مجموعه این همچنین �باشد، م کرونکر تابع δnmو w(x) = ١
x به�طوری�که

به�صورت �توان م را f تابع هر نتیجه در و است L٢w(Γ) فضای

f(x) ∼=
+N∑

k=−N

fkSk(x), (١۶.۴)

به�طوری�که زد تخمین

fk =
< f(x), Sk(x) >w(x)

∥Sk(x)∥٢w(x)

, (١٧.۴)

و

h = (
٢πd
αN

)
١
٢ , (١٨.۴)

�شود[۶۵]. م مشخص ٠ < α ≤ ١ و d ،f رفتار نوع به بسته که
صفر با برابر x = ٠,+∞ نقاط در شده ذکر نگاشتهای با سینک توابع حدی مقادیر است ذکر به لازم

کرد[۶۶]. خواهد یاری را ما متناه نیمه بازه�ی در دیفرانسیل معادلات حل در این و است
اشاره زیر موارد به �توان م مختلف، بازه�های در مسائل حل برای ر دی نگاشت�های نمونه ر دی از

کرد:
φ(z) = ln( z

١−z ) نگاشت (١
�شود. م استفاده (٠,١) بازه�ی در مسائل حل برای نگاشت این از



سینک توابع .۴ ٣۴

DS =
{
w = t+ is :| s |< d ≼ π

٢
}
, (١٩.۴)

DE =
{
z = x+ iy :| arg( z

١− z
) |< d ≼ π

٢
}
,

w = φ(z) = ln(
z

١− z
),

z = φ−١(w) = ew

١+ ew
,

φ(z) = ln(١+z
١−z ) نگاشت (٢

�شود. م استفاده (−١,١) بازه�ی در مسائل حل برای نگاشت این از

DS =
{
w = t+ is :| s |< d ≼ π

٢
}
, (٢٠.۴)

DE =
{
z = x+ iy :| arg(١+ z

١− z
) |< d ≼ π

٢
}
,

w = φ(z) = ln(
١+ z

١− z
),

z = φ−١(w) = tanh(
w

٢ ).

ان هم�م نقاط در آن�ها بالای مراتب مشتقات و سینک توابع مقادیر ۴.۴
است[۶۵]: زیر به�صورت xk ان هم�م نقاط در سینک توابع مشتقات

δ(٠)k,j = [S(k, h)oφ(x)] |x=xj=

⎧
⎨

⎩
١, k = j,

٠, k ̸= j,
(٢١.۴)

δ(١)k,j =
d

dφ
[S(k, h)oφ(x)] |x=xj=

١
h

⎧
⎨

⎩
٠, k = j,

(−١)j−k

j−k , k ̸= j,
(٢٢.۴)

δ(٢)k,j =
d٢
dφ٢ [S(k, h)oφ(x)] |x=xj=

١
h٢

⎧
⎨

⎩

−π٢
٣ , k = j,

−(١−)٢j−k

(j−k)٢ , k ̸= j,
(٢٣.۴)

δ(٣)k,j =
d٣
dφ٣ [S(k, h)oφ(x)] |x=xj=

١
h٣

⎧
⎨

⎩
٠, k = j,

(−١)j−k

(j−k)٣ [۶− π٢(j − k)٢], k ̸= j,
(٢۴.۴)



٣۵ ان هم�م نقاط در آن�ها بالای مراتب مشتقات و سینک توابع مقادیر .۴.۴

δ(۴)k,j =
d۴
dφ۴ [S(k, h)oφ(x)] |x=xj=

π٢
۵

⎧
⎨

⎩
٠, k = j,

−(−١)j−k

(j−k)۴ [٢۴− π٢(j − k)٢], k ̸= j.
(٢۵.۴)





فصل۵

حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد
دیفرانسیل معادلات

مقدمه ١.۵

�دهیم: م قرار استفاده مورد زیر مسائل برای را قبل فصل�های در شده مطرح روش�های فصل این در

متخلخل؛ نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله •

؛ توماس-فرم مسئله •

دارسین. سیال ی در گرما انتقال مسئله •

متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی ثابتاز مسئله�یجریان ٢.۵

طبیع و صنعت پروژه�های و برنامه�ها با ارتباطشان دلیل به گذشته دهه�ی چند در نیوتن غیر سیالات
رسوب�های گداز، مواد پلیمرها، شبیه موادی گرفته�اند. قرار مهندسان و محققان از بسیاری توجه مورد
جزء ر دی اجسام از خیل و خالص روغن�های و گریس�ها جامد، و سخت وجه چند اجسام حفاری،
مورد موفقیت�آمیزی طور به بعدی سه و بعدی دو سیالات �باشند. م غیرنیوتن سیالات کلاسبندی
مدل�بندی ثابت جریانات برای مشخص به�طور بعدی سه سیالات گرفته�اند. قرار محققان مطالعه�ی
قرار بررس مورد را متخلخل نیمه فضای ی در ثابت جریان برای بعدی سه سیال ی این�جا در شده�اند.
در وسیع طور به اخیراً متخلخل فضای ی در چسبناک) و (کشدار والاستی ویس جریانات �دهیم. م
تولید پروسه�های و پارچه�ای و کاغذی روکش�های ، روغن مواد بازیافت مانند مختلفمهندس شاخه�های
متخلخل فضای در پلیمری جریانات از مدل�بندی�هایی همچنین گرفته�اند. قرار توجه مورد مخلوط مواد

٣٧



دیفرانسیل معادلات حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد .۵ ٣٨

به منفذ�دار هندس مدل ی در والاستی ویس جریانات از عددی شبیه�سازی روی مخصوص به�طور
گرفته�اند. قرار توجه مورد غیره و مواج لوله�های ، باری لوله�های مثال عنوان

معمول دیفرانسیل معادله�ی ی به تبدیل را نظر مورد مسئله�ی و �پردازیم م مسئله مدل�بندی به اکنون
فضای ی در تراکم�ناپذیر سیال ی از جریان به منجر که معادلات �کنیم. م غیرخط دوم مرتبه�ی

از: عبارتند �شوند م متخلخل

divV = ٠ , (١.۵)
ρ(V.∇) = −∇p+ divS + r , (٢.۵)

و مقاومت r و اضاف فشار تنسور S ایستایی، فشار p سیال، ال چ ρ سرعت، V بالا معادلات در
�باشند. م متخلخل فضای ی در بعدی سه سیال ی برای دارس پایداری
�باشد: م زیر به�صورت بعدی سه سیال ی در S برای یل�دهنده تش معادله�ی

S = µA١ + α١A٢ + α٢A٢١ + β١A٣ + β٢(A٢A١ +A١A٢) + β٣(trA٢١)A١ , (٣.۵)

٣ و ٢ مرتبه�ی تقریب�های برای ماده ثابت�های ترتیب به {βi}٣i=١ و {αi}٢i=١ پویا، چسبندگ µ این�جا در
�شوند: م تعریف زیر صورت به An جنبش تنسورهای �باشند. م

A١ = ∇V + (∇V )T , (۴.۵)
An = (

∂

∂t
+ V.∇)An−١ +An−١(∇V ) + (∇V )TAn−١, n = ٢,٣, ... (۵.۵)

اگر است سازگار ترمودینامی با (٣.۵) معادله�ی

µ ≥ ٠ ; α١ ≥ ٠ ; | α١ + α٢ |≤
√٢۴µβ٣ , (۶.۵)

β١ = β٢ = ٠ , β٣ ≥ ٠ . (٧.۵)

�شود: م تبدیل زیر معادله�ی به (٣.۵) معادله�ی حالت این در

S = [µ+ β٣(trA٢١)]A١ + α١A٢ + α٢A٢١ , (٨.۵)

بعدی سه سیال جریان�های در یرید. ب نظر در را Y عمودی محور با XY Z دکارت مختصات سیستم
ی در �باشد. م y = ٠ نامتناه مسطح سطح ی در و y > ٠ متخلخل فضای ی در تراکم�ناپذیر

این �باشد. م برقرار پایین سرعت چسبناک سیال جریانات برای دارس قانون ران بی متخلخل رسانای
جریان روی مرزی اثرات از چشم�پوش و اک اصط سرعت و کشش از ناش فشار افت به مربوط قانون
ی با متخلخل محیط برای است. متناسب مستقیم به�طور سرعت با فشار افت قانون این طبق بر �باشد. م

معادله�ی اگرچه است. داده پیشنهاد محل متوسط توصیفجریان برای معادله ی برینکمن مرزها، سری
قانون دست�نوشته چندین در ول است برقرار ثابت جریاناتچسبناک برای برینکمن به�وسیله شده پیشنهاد
معادله�ی براساس است. شده پیشنهاد متخلخل محیط ی در چسبناک جریانات برای دارس اصلاح



٣٩ متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی .٢.۵

بی�کران متخلخل محیط ی در آرمیده تأخیری پدیده�های توصیف برای زیر قانون اولدروید دهنده یل تش
است: شده زده حدس

(١+ λ
∂

∂t
)∇p = −µφ

k
(١+ λr

∂

∂t
)V , (٩.۵)

متخلخل محیط در تخلخل φ و آرمیدگ و تأخیری زمان ضرایب ترتیب به λr و λ نفوذپذیری، k این�جا
در شده شناخته دارس معادله�ی به تبدیل (٩.۵) معادله�ی λ = λr = ٠ برای که شود توجه �باشند. م

داشت: خواهیم را زیر مدل ماکسول دهنده�ی یل تش رابطه با مقایسه در �شود. م چسبناک سیالات

(١+ λ
∂

∂t
)∇p = −µφ

k
V , (١٠.۵)

به�دست k = ٠ گرفتن با اولدروید دهنده یل تش معادله�ی بعدی دو سیالات از سویه تک جریان برای
دو سیال ی در سویه تک جریان برای V و ∇p بین رابطه�ی متخلخل محیط ی در بنابراین �آید. م

شود: نوشته زیر به�صورت �تواند م بعدی

(∇p)x = −µφ

k
(١+ λr

∂

∂t
)u , (١١.۵)

داریم: این�جا در که

µλr = α١ , (١٢.۵)

سرعت و فشار افت بین دهنده یل تش رابطه�ی ، (١١.۵) ،(١٠.۵) ،(٩.۵) معادلات برای مشابه به�طور
�آید: م به�دست زیر به�صورت بعدی سه سیال ی از سویه تک جریان برای

(∇p)x = −φu
k
(µ+ α١

∂

∂t
+ ٢β٣(∂u∂y )

٢) , (١٣.۵)

محیط از حجم در جریان برای پایداری از فشار ی عنوان به �تواند م بالا معادله�ی در فشار جهت
�باشد. م جامد ماتریس به�وسیله شده ارائه جریان پایداری از اندازه�ای rx همچنین شود. تفسیر متخلخل

مشخصشود: زیر به�صورت �تواند م rx بنابراین

rx = −φu
k
(µ+ α١

∂

∂t
+ ٢β٣(∂u∂y )

٢) , (١۴.۵)

به x جهت در ∇p حذف و (٢.۵) معادله�ی در (١۴.۵) ،(٣.۵) ،(۵.۵) ،(۴.۵) معادلات ذاری جای با
�رسیم: م زیر ثابت حالت معادله�ی

٠ =
µ

ρ

d٢u
dy٢ +

۶β٣
ρ

(
du

dy
)٢ d

٢u
dy٢ −

(
µ+ ٢β٣(dudy )

٢
)
φu

ρk
, (١۵.۵)

�باشند: م زیر به�صورت مرزی و اولیه شرایط

u(٠) = V٠, u(y) → ٠ as y → ∞ , (١۶.۵)



دیفرانسیل معادلات حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد .۵ ۴٠

شود: بازنویس زیر به�صورت �تواند م (١۵.۵) معادله�ی

٠ = µ⋆d
٢u
dy٢ + b⋆١(

du

dy
)٢d

٢u
dy٢ − b⋆٢(

du

dy
)٢u− φ١u , (١٧.۵)

داریم: این�جا در که

µ⋆ =
µ

ρ+ α١φ/k
, b⋆٢ =

٢β٣φ/k
ρ+ α١φ/k

, (١٨.۵)

b⋆١ =
۶β٣

ρ+ α١φ/k
, φ١ =

µφ/k

ρ+ α١φ/k
, (١٩.۵)

زیر بعدی غیر متغییرهای معرف با

z =
V٠
ν
y , f =

u

V٠
, (٢٠.۵)

داریم:
d٢f
dz٢ + b١(

df

dz
)٢d

٢f
dz٢ − b٢f(

df

dz
)٢ − b٣f = ٠ , (٢١.۵)

f(٠) = ١ , f(∞) = ٠ , (٢٢.۵)

داریم: این�جا در که

b١ =
b⋆١V ۴٠
µ⋆ν٢ , b٢ =

b⋆٢V ٢٠
µ⋆

, (٢٣.۵)

b٣ =
φ١ν٢
µ⋆V ٢٠

, (٢۴.۵)

دارد. اهمیت ما برای f ′(٠) مسئله این در
و کرد خواهیم حل ان هم�م روش طریق از سینک و هرمیت لاگر، توابع با را مسئله این ما ادامه در

کرد. خواهیم مقایسه است، شده ارائه [۶٧] مقاله�ی در که عددی روش با

با متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی حل ١.٢.۵
لاگر توابع

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(z) کار، ابتدای در

INf(z) =
N−١∑

j=٠
ajφj(z), (٢۵.۵)

۵) مرزی شرایط و (٢١.۵) معادله�ی در را (٢۵.۵) معادله�ی ajها، مجهول ضرایب یافتن برای حال
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را باقیمانده تابع و �کنیم م ذاری جای (٢٢.



۴١ متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی .٢.۵

Rez(z) =
N−١∑

j=٠
ajφ

′′
j (z) + b١(

N−١∑

j=٠
ajφ

′
j(z))

٢
N−١∑

j=٠
ajφ

′′
j (z) (٢۶.۵)

−b٢
N−١∑

j=٠
ajφj(z)(

N−١∑

j=٠
ajφ

′
j(z))

٢ − b٣
N−١∑

j=٠
ajφj(z) = ٠,

مرزی: شرایط با
N−١∑

j=٠
ajφj(٠) = ١, (٢٧.۵)

N−١∑

j=٠
ajφj(∞) = ٠. (٢٨.۵)

.۵) معادله�ی در �باشند م لاگر اصلاح�شده�ی توابع ریشه�های که ان هم�م نقطه�ی N دادن قرار با
معادله N + ١ ،(٢٧.۵) معادله�ی در شده ذکر مرزی شرط همراه به که �شود م یل تش معادله N ، (٢۶
احمد توسط مسئله این کنیم. پیدا را aj ضرایب �توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که داشت خواهیم
و b٢ = ٠٫١ و b١ = ٠٫۶ پارامترهای انتخاب با مجزا مقاله�ی دو در [۶٨] ران دی و حیات و [۶٧]
را f ′(٠) = −٠٫۶٧٨٣٠١ مقدار شوتینگ، روش از استفاده با [۶٧] احمد است. شده حل b٣ = ٠٫۵
را نتایج و [۶٩] کرده�ایم حل اصلاح�شده لاگر توابع با را مسئله این ما قسمت این در است. آورده بدست
به�دست نتایج از نموداری همچنین کرده�ایم. مقایسه (١.۵) جدول در احمد توسط آمده به�دست نتایج با

است. شده ارائه (١.٢.۵) ل ش در آمده

با متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی حل ٢.٢.۵
هرمیت توابع

مرزی شرایط این�که به�دلیل کرد توجه باید کرده�ایم. استفاده ١k ln(z) متغییر تغییر از مسئله این در
�سازیم: م را زیر تابع شوند برقرار مسئله

p(z) =
١

١+ λz + z٢ , (٢٩.۵)

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(z) نتیجه در شود. تعیین باید که است ثابت λ که
ξ̂Nf(z) = P (z) + ξ̂Nf(z), (٣٠.۵)

تعریف زیر به�صورت (٢١.۵) معادله�ی در را (٣٠.۵) معادله�ی جای�گذاری با را باقیمانده تابع حال
�کنیم: م



دیفرانسیل معادلات حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد .۵ ۴٢

توسط آمده به�دست حل و اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با آمده به�دست حل مقایسه�ی :١.۵ جدول
. L = ٠٫٩٩ ،α = ١ ،N = ٢٠ با b٣ = ٠٫۵ ،b٢ = ٠٫١ ،b١ = ٠٫۶ برای احمد

[۶٧] شوتینگ [۶٧] احمد [۶٩] اصلاح�شده لاگر توابع z

١٫٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠
٠٫ ٨٧٢۶٠ ٠٫ ٨٧٢٢٠ ٠٫٨٧٢۶١ ٠٫٢
٠٫ ٧۶٠۶٠ ٠٫ ٧۶٠١٠ ٠٫٧۶٠۶٣ ٠٫۴
٠٫ ۶۶٢۴٠ ٠٫ ۶۶١٩٠ ٠٫۶۶٢۴٣ ٠٫۶
٠٫ ۵٧۶۵٠ ٠٫ ۵٧۶٠٠ ٠٫۵٧۶۵٠ ٠٫٨
٠٫ ۵٠١۴٠ ٠٫ ۵٠١٠٠ ٠٫۵٠١۴۴ ١٫٠
٠٫ ۴٣۵٩٠ ٠٫ ۴٣۵۶٠ ٠٫۴٣۵٩۵ ١٫٢
٠٫ ٣٢٩٢٠ ٠٫ ٣٢٨٩٠ ٠٫٣٢٩٢٠ ١٫۶
٠٫ ٢۴٨۴٠ ٠٫ ٢۴٨٢٠ ٠٫٢۴٨٣٨ ٢٫٠
٠٫ ١٧۴۵٠ ٠٫ ١٧۴۴٠ ٠٫١٧۴۵۵ ٢٫۵
٠٫ ١۵١۶٠ ٠٫ ١۵١۴٠ ٠٫١۵١۵۶ ٢٫٧
٠٫ ١٢٢۶٠ ٠٫ ١٢٢۵٠ ٠٫١٢٢۶١ ٣٫٠
٠٫ ٠٨٠٢۴ ٠٫ ٠٨٠١۶ ٠٫٠٨٠٢۴ ٣٫۶
٠٫ ٠۶٠۴٧ ٠٫ ٠۶٠۴٢ ٠٫٠۶٠۴٧ ۴٫٠
٠٫ ٠۵٢۵٠ ٠٫ ٠۵٢۴۵ ٠٫٠۵٢۵٠ ۴٫٢
٠٫ ٠۴۵۵٨ ٠٫ ٠۴۵۵٣ ٠٫٠۴۵۵٨ ۴٫۴
٠٫ ٠٣٩۵٧ ٠٫ ٠٣٩۵٣ ٠٫٠٣٩۵٧ ۴٫۶
٠٫ ٠٣۴٣۵ ٠٫ ٠٣۴٣٢ ٠٫٠٣۴٣۵ ۴٫٨
٠٫ ٠٢٩٨٢ ٠٫ ٠٢٩٧٩ ٠٫٠٢٩٨٢ ۵٫٠

−٠٫۶٧٨٣٠١ −٠٫۶٨١٨٣۵ −٠٫۶٧٨٢٩٧ f ′(٠)



۴٣ متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی .٢.۵

،α = ١ ،N = ٢٠ در اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با f(z) از آمده به�دست تقریبی نمودار :١.۵ ل ش
.L = ٠٫٩٩

Res(z) = (p′′(z) + ξ̂Nf ′′(z)) + b١(p′(z) + ξ̂Nf ′(z))٢(p′′(z) + ξ̂Nf ′′(z)) (٣١.۵)
−b٢(p(z) + ξ̂Nf(z))(p′(z) + ξ̂Nf ′(z))٢ − b٣(p(z) + ξ̂Nf(z)) = ٠.

(٣١.۵) معادله�ی در �باشند م تبدیل�یافته هرمیت توابع ریشه�های که ان هم�م نقطه�ی N دادن قرار با
کنیم. پیدا را âi ضرایب �توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که �شود م یل تش معادله N ،

پارامترهای انتخاب با مجزا مقاله�ی دو در [۶٨] ران دی و حیات و [۶٧] احمد توسط مسئله این
مقدار ١ شوتینگ روش از استفاده با [۶٧] احمد است. شده حل b٣ = ٠٫۵ و b٢ = ٠٫١ و b١ = ٠٫۶
تبدیل�یافته هرمیت توابع با را مسئله این ما قسمت این در است. آورده بدست را f ′(٠) = −٠٫۶٧٨٣٠١
همچنین کرده�ایم. مقایسه (٢.۵) جدول در احمد توسط آمده به�دست نتایج با را نتایجمان و کرده�ایم حل

است. شده ارائه (٢.٢.۵) ل ش در آمده به�دست نتایج از نموداری

با متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی حل ٣.٢.۵
سینک توابع

این�که به�دلیل کرد توجه باید کرده�ایم. استفاده φ(z) = ln(sinh(z)) متغییر تغییر از مسئله این در
�سازیم: م را زیر تابع شوند برقرار مسئله مرزی شرایط

١



دیفرانسیل معادلات حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد .۵ ۴۴

توسط آمده به�دست حل و تبدیل�یافته هرمیت توابع از استفاده آمدهبا بدست حل مقایسه :٢.۵ جدول
. λ = ٠٫۶٧٨٣٠١ ،k = ١٫٢ ،N = ١۶ با b٣ = ٠٫۵ ،b٢ = ٠٫١ ،b١ = ٠٫۶ برای احمد
[۶٧] شوتینگ [۶٧] احمد تبدیل�یافته هرمیت توابع z

١٫٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠
٠٫ ٨٧٢۶٠ ٠٫ ٨٧٢٢٠ ٠٫٨٧٢۶١ ٠٫٢
٠٫ ٧۶٠۶٠ ٠٫ ٧۶٠١٠ ٠٫٧۶٠۶۴ ٠٫۴
٠٫ ۶۶٢۴٠ ٠٫ ۶۶١٩٠ ٠٫۶۶٢۴٣ ٠٫۶
٠٫ ۵٧۶۵٠ ٠٫ ۵٧۶٠٠ ٠٫۵٧۶۴٧ ٠٫٨
٠٫ ۵٠١۴٠ ٠٫ ۵٠١٠٠ ٠٫۵٠١٣٩ ١٫٠
٠٫ ۴٣۵٩٠ ٠٫ ۴٣۵۶٠ ٠٫۴٣۵٩١ ١٫٢
٠٫ ٣٢٩٢٠ ٠٫ ٣٢٨٩٠ ٠٫٣٢٩١٧ ١٫۶
٠٫ ٢۴٨۴٠ ٠٫ ٢۴٨٢٠ ٠٫٢۴٨٣٩ ٢٫٠
٠٫ ١٧۴۵٠ ٠٫ ١٧۴۴٠ ٠٫١٧۴۵٩ ٢٫۵
٠٫ ١۵١۶٠ ٠٫ ١۵١۴٠ ٠٫١۵١۶١ ٢٫٧
٠٫ ١٢٢۶٠ ٠٫ ١٢٢۵٠ ٠٫١٢٢٧٠ ٣٫٠
٠٫ ٠٨٠٢۴ ٠٫ ٠٨٠١۶ ٠٫٠٨٠٣۶ ٣٫۶
٠٫ ٠۶٠۴٧ ٠٫ ٠۶٠۴٢ ٠٫٠۶٠۶٠ ۴٫٠
٠٫ ٠۵٢۵٠ ٠٫ ٠۵٢۴۵ ٠٫٠۵٢۶١ ۴٫٢
٠٫ ٠۴۵۵٨ ٠٫ ٠۴۵۵٣ ٠٫٠۴۵۶٧ ۴٫۴
٠٫ ٠٣٩۵٧ ٠٫ ٠٣٩۵٣ ٠٫٠٣٩۶۴ ۴٫۶
٠٫ ٠٣۴٣۵ ٠٫ ٠٣۴٣٢ ٠٫٠٣۴۴٠ ۴٫٨
٠٫ ٠٢٩٨٢ ٠٫ ٠٢٩٧٩ ٠٫٠٢٩٨۴ ۵٫٠

−٠٫۶٧٨٣٠١ −٠٫۶٨١٨٣۵ −٠٫۶٧٨٣٠١ f ′(٠)



۴۵ متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی .٢.۵

،N = ١۶ در تبدیل�یافته هرمیت توابع از استفاده با f(z) از آمده به�دست تقریبی نمودار :٢.۵ ل ش
.λ = ٠٫۶٧٨٣٠١ ،k = ١٫٢

p(z) =
١

١+ λz + z٢ , (٣٢.۵)

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(z) نتیجه در شود. تعیین باید که است ثابت λ که
f(z) ≃ fN (z) = uN (z) + p(z), (٣٣.۵)

آن در که

un(z) =
N∑

k=−N

ck
zSk(z)

z٢ + ١ . (٣۴.۵)

�کنیم م ذاری جای (٢٢.۵ معادله�ی در را (٣٣.۵) معادله�ی ckها، مجهول ضرایب یافتن برای حال
زیر ان هم�م نقاط در و

zj = ln(ejh + (١+ e٢jh) ١٢ ), j = −N, ..., N (٣۵.۵)
داریم: (٣۴.۵) معادله�ی نیز و (٢۴.۴) تا (٢٢.۴) معادلات به توجه با حال �آوریم. م به�دست را آن�ها

uN (zj) =
cjzj

z٢j + ١ , (٣۶.۵)

u′N (zj) =
∑N

k=−N ck
{
( ١
١+z٢j

− ٢z٢j
(١+z٢j )٢

)δ(٠)k,j

+( zjφ
′(zj)

١+z٢j
)δ(١)k,j

}
, (٣٧.۵)



دیفرانسیل معادلات حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد .۵ ۴۶

،h = ١ ،N = ١٧ در سینک توابع از استفاده با f(z) از آمده به�دست تقریبی نمودار :٣.۵ ل ش
.λ = ٠٫۴٧

u′′N (zj) =
∑N

k=−N ck
{
( −۶zj
(١+z٢j )٢

+
٨z٣j

(١+z٢j )٣
)δ(٠)k,j

+(٢φ
′(zj)

١+z٢j
− ۴z٢j φ′(zj)

(١+z٢j )٢
+ zjφ′(zj)

١+z٢j
)δ(١)k,j

+( zj(φ
′(zj))٢

١+z٢j
)δ(٢)k,j

}
. (٣٨.۵)

داشت: خواهیم (٢٢.۵) معادله�ی در (٣٨.۵) تا (٣۶.۵) معادلات ذاری جای با

f
′′
N (zj) + b١(f

′
N (zj))٢f

′′
N (zj)

−b٢fN (zj)(f
′
N (zj))٢ − b٣fN (zj) = ٠, j = −N, ..., N. (٣٩.۵)

�توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که �دهد م معادله ٢N+١ دستگاه ی یل تش (٣٩.۵) معادله�ی
کنیم. پیدا را ck ضرایب

پارامترهای انتخاب با مجزا مقاله�ی دو در [۶٨] ران دی و حیات و [۶٧] احمد توسط مسئله این
٢ شوتینگ روش از استفاده با [۶٧] احمد است. شده حل b٣ = ٠٫۵ و b٢ = ٠٫١ و b١ = ٠٫۶
سینک توابع با را مسئله این ما قسمت این در است. آورده به�دست را f ′(٠) = −٠٫۶٧٨٣٠١ مقدار
همچنین کرده�ایم. مقایسه (٣.۵) جدول در احمد توسط آمده به�دست نتایج با را نتایجمان و کرده�ایم حل

است. شده ارائه (٣.٢.۵) ل ش در آمده به�دست نتایج از نموداری
٢



۴٧ متخلخل نیمه فضای ی در بعدی سه سیال ی از ثابت جریان مسئله�ی .٢.۵

برای احمد توسط آمده به�دست حل و سینک توابع از استفاده با آمده بدست حل مقایسه :٣.۵ جدول
. λ = ٠٫۴٧ ،h = ١ ،N = ١٧ با b٣ = ٠٫۵ ،b٢ = ٠٫١ ،b١ = ٠٫۶

[۶٧] شوتینگ [۶٧] احمد سینک توابع z

١٫٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠٠ ٠٫٠
٠٫ ٨٧٢۶٠ ٠٫ ٨٧٢٢٠ ٠٫٨٧٢٧٨ ٠٫٢
٠٫ ٧۶٠۶٠ ٠٫ ٧۶٠١٠ ٠٫٧۶٠٣۵ ٠٫۴
٠٫ ۶۶٢۴٠ ٠٫ ۶۶١٩٠ ٠٫۶۶١٧٨ ٠٫۶
٠٫ ۵٧۶۵٠ ٠٫ ۵٧۶٠٠ ٠٫۵٧۵٩٧ ٠٫٨
٠٫ ۵٠١۴٠ ٠٫ ۵٠١٠٠ ٠٫۵٠١١۵ ١٫٠
٠٫ ۴٣۵٩٠ ٠٫ ۴٣۵۶٠ ٠٫۴٣۵٨٣ ١٫٢
٠٫ ٣٢٩٢٠ ٠٫ ٣٢٨٩٠ ٠٫٣٢٩٠۵ ١٫۶
٠٫ ٢۴٨۴٠ ٠٫ ٢۴٨٢٠ ٠٫٢۴٨٠٢ ٢٫٠
٠٫ ١٧۴۵٠ ٠٫ ١٧۴۴٠ ٠٫١٧۴٢۶ ٢٫۵
٠٫ ١۵١۶٠ ٠٫ ١۵١۴٠ ٠٫١۵١۴١ ٢٫٧
٠٫ ١٢٢۶٠ ٠٫ ١٢٢۵٠ ٠٫١٢٢۶۵ ٣٫٠
٠٫ ٠٨٠٢۴ ٠٫ ٠٨٠١۶ ٠٫٠٨٠٢۵ ٣٫۶
٠٫ ٠۶٠۴٧ ٠٫ ٠۶٠۴٢ ٠٫٠۶٠٣٣ ۴٫٠
٠٫ ٠۵٢۵٠ ٠٫ ٠۵٢۴۵ ٠٫٠۵٢٣٣ ۴٫٢
٠٫ ٠۴۵۵٨ ٠٫ ٠۴۵۵٣ ٠٫٠۴۵۴٣ ۴٫۴
٠٫ ٠٣٩۵٧ ٠٫ ٠٣٩۵٣ ٠٫٠٣٩۴٨ ۴٫۶
٠٫ ٠٣۴٣۵ ٠٫ ٠٣۴٣٢ ٠٫٠٣۴٣۴ ۴٫٨
٠٫ ٠٢٩٨٢ ٠٫ ٠٢٩٧٩ ٠٫٠٢٩٨٧ ۵٫٠

−٠٫۶٧٨٣٠١ −٠٫۶٨١٨٣۵ −٠٫۶٧٧٨۴٣ f ′(٠)
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توماس�فرم مسئله�ی ٣.۵
:[٧١ ،٧٠] است زیر صورت به غیرخط معادله�دیفرنسیل ی توماس-فرم معادله�ی

dy

dx٢ = x−
١
٢ y

٣
٢ (x), (۴٠.۵)

است: زیر مرزی شرایط دارای که
y(٠) = ١, y(∞) = ٠. (۴١.۵)

مسائل در و هستند بزرگ اتم عدد دارای که �باشد م اتم�هایی بار ال چ توصیف�گر معادله این
ل�گیری ش عوامل محاسبه�ی در معادله این �رود. م به�کار سنگین اتم�های در هسته بار تعیین پیرامون
مفید �تواند م است توجه مورد خود�سازگار میدان�های در اولیه آزمایش پتانسیل به�عنوان که موثر پتانسیل
در ترون�ها ال رفتار و اتم هسته�ی در نوکلئون�ها رفتار مطالعه�ی در �تواند م معادله این همچنین باشد.

برود. به�کار فلزات اتم�های
برخواهید ل مش به عددی لحاظ از کنید حل را معادله این رانگ-گوته روش کم به بخواهید اگر
نظر در کوچ خیل y′(٠) اگر حال دارید، نیاز y′(٠) مقدار به صفر، از انتگرال گرفتن برای زیرا خورد
ندارد. هم�خوان معادله جوابدقیق با نتیجه در و �شود م منف x مقادیر ازای به جوابمعادله شود، گرفته
منفرد ، xای نقطه�ی ی ازای به معادله آن�گاه شود، گرفته نظر در بزرگ بسیار y′(٠) مقدار اگر طرف از
مقادیر درست در y′(٠) مقدار که است شده برده پی نکته این به تجربی لحاظ از همچنین شد. خواهد
که عبارت با را توماس-فرم معادله�ی راست طرف [٧٢] ارانش هم و بندر دارد. به�سزایی تاثیر y(x)

درآورده�اند: زیر فرم به را آن و کرده�اند زین جای است بوده δ پارامتر شامل
d٢y
dx٢ = y(x)(

y(x)

x
)δ, (۴٢.۵)

معادله�ی: به�صورت آن�را δ برحسب توان سری بسط با سپس و
y = y٠ + δy١ + δ٢y٢ + δ٣y٣ + ..., (۴٣.۵)

ل ش به و �شود م yn برحسب خط معادلات مجموعه تولید به منجر معادله این نوشتند.
y
′′
i − yi = fi i = ٠,١,٢, ..., (۴۴.۵)

داریم: n > ١ برای مرزی شرایط گرفتن نظر در با است.
f٠ = ٠, fi = fi(y٠...yi−١), y(٠)٠ = ١, y٠(∞) = ٠,
yn(٠) = yn(∞) = ٠. (۴۵.۵)

y′′ = به�صورت را توماس-فرم معادله�ی خط شبه روش کم به [٧٣] ارانش هم و مندلزوی
دارای بزرگ کاف اندازه�ی به xهای برای آن�ها روش کرده�اند. حل ٠ ≤ x ≤ ۴٠ برای و x−

١
٢ y

٣
٢



۴٩ توماس-فرم مسئله�ی .٣.۵

معادله�ی تحلیل جواب آوردن به�دست برای آشفتگ روش ٧۶]از ،٧۵ ،٧۴] در بود. مناسبی رایی هم
معادله�ی حل برای یافته بهبود آدومیان تجزیه�ی روش از [٧٨] در است. شده استفاده توماس-فرم
تحلیل جواب ی هوموتوپی، روش از استفاده با [٨٠ ،٧٩] لیاو است. شده استفاده توماس-فرم
کرد، حل هوموتوپی روش از استفاده با را مسئله این نیز [٨١] خان و کرد ارائه مسئله این برای صریح

بخشید. بهبود را مسئله جواب و کرد استفاده متفاوت انتقال ی که تفاوت این با تنها
و کرد خواهیم حل ان هم�م روش طریق از سینک و هرمیت لاگر، توابع با را مسئله این ما ادامه در

کرد. خواهیم مقایسه است، شده ارائه [٨٢ ،٨١] مقاله�های در که جواب�هایی با

لاگر توابع با توماس�فرم مسئله�ی حل ١.٣.۵

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(x) کار، ابتدای در

INf(x) =
N−١∑

j=٠
ajφj(x), (۴۶.۵)

۵) مرزی شرایط و (۴٠.۵) معادله�ی در را (۴۶.۵) معادله�ی ajها، مجهول ضرایب یافتن برای حال
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را باقیمانده تابع و �کنیم م ذاری جای (۴١.

Rez(x) =
N−١∑

j=٠
ajφ

′′
j (x)− x−

١
٢
{N−١∑

j=٠
ajφj(x)

} ٣
٢ , (۴٧.۵)

مرزی: شرایط با
N−١∑

j=٠
ajφj(٠) = ١, (۴٨.۵)

N−١∑

j=٠
ajφj(∞) = ٠. (۴٩.۵)

.۵) معادله�ی در �باشند م لاگر اصلاح�شده�ی توابع ریشه�های که ان هم�م نقطه�ی N دادن قرار با
معادله N + ١ ،(۴٨.۵) معادله�ی در شده ذکر مرزی شرط همراه به که �شود م یل تش معادله N ، (۴٧

کنیم. پیدا را aj ضرایب �توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که داشت خواهیم
y′(٠) = −١٫۵٨٨٠٧١ با برار آن مقدار که است شده محاسبه [٨٢] کوبایاش توسط y′(٠) مقدار
به�دست نتایج با را نتایج و کرده�ایم حل اصلاح�شده لاگر توابع با را مسئله این ما قسمت این در است.
آمده به�دست نتایج از نموداری همچنین کرده�ایم. مقایسه (۴.۵) جدول در لیاو و کوبایاش توسط آمده

است. شده ارائه (١.٣.۵) ل ش در [٨٠] لیاو جواب�های با مقایسه در



دیفرانسیل معادلات حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد .۵ ۵٠

L = ،α = ١ ،N = ٧ در اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های :۴.۵ جدول
جواب��ها. ر دی با مقایسه در ٠٫۶٧۵

[٨٠] لیاو اصلاح�شده لاگر z

٠٫٧۵۵٢٠٢٠٠٠ ٠٫٧۶۵۶٩٨۴٠١ ٠٠٫٢۵
٠٫ ۶٠۶٩٨٧٠٠٠ ٠٫۶١١٠٩۴٨۴١ ٠٠٫۵٠
٠٫ ۵٠٢٣۴٧٠٠٠ ٠٫۵٠۴٢٢٢١۴٣ ٠٠٫٧۵
٠٫ ۴٢۴٠٠٨٠٠٠ ٠٫۴٢۶٢٨۶۴٩١ ٠١٫٠٠
٠٫ ٣۶٣٢٠٢٠٠٠ ٠٫٣۶۶۴۴١١٩٢ ٠١٫٢۵
٠٫ ٢۴٣٠٠٩٠٠٠ ٠٫٢۴۵٨٢٧١۵٩ ٠٢٫٠٠
٠٫ ٢١۵٨٩۵٠٠٠ ٠٫٢١٧٧۶٨٢۵۵ ٠٢٫٢۵
٠٫ ١٩٢٩٨۴٠٠٠ ٠٫١٩٣٩۴۶۴٢٩ ٠٢٫۵٠
٠٫ ١٧٣۴۴١٠٠٠ ٠٫١٧٣۶٩٨٧١٢ ٠٢٫٧۵
٠٫ ١۵۶۶٣٣٠٠٠ ٠٫١۵۶۴۶٩١۶۶ ٠٣٫٠٠
٠٫ ١۴٢٠٧٠٠٠٠ ٠٫١۴١٧۶٩٧۴۵ ٠٣٫٢۵
٠٫ ١٢٩٣٧٠٠٠٠ ٠٫١٢٩١۶٧٧٨٨ ٠٣٫۵٠
٠٫ ١١٨٢٢٩٠٠٠ ٠٫١١٨٢٨۴٢٨٩ ٠٣٫٧۵
٠٫ ١٠٨۴٠۴٠٠٠ ٠٫١٠٨٧٩۴٧٩٢ ٠۴٫٠٠
٠٫ ٠٣۶۵٨٧٣٠٠ ٠٫٠٣۵٧۶۴٠۶۴ ٠٨٫٠٠
٠٫ ٠١٠٨٠۵۴٠٠ ٠٫٠٠٩٣۵۵٩٣٩ ١۵٫٠٠
٠٫ ٠٠۵٧٨۴٩۴٠ ٠٫٠٠١٨٢٨٩۵۵ ٢٠٫٠٠
٠٫ ٠٠۵٧٨۴٩۴٠ ٠٫٠٠٠٠١٨۵١٠ ٣٠٫٠٠
[٨٢] کوبایاش اصلاح�شده لاگر f ′

−١٫۵٨٨٠٧١ −١٫١۵٨۴٢۵ f ′(٠)



۵١ توماس-فرم مسئله�ی .٣.۵

،α = ١ ،N = ٧ در اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با آمده به�دست توماس-فرم گراف :۴.۵ ل ش
.[٨٠] لیاو جواب�های با مقایسه در L = ٠٫۶٧۵

هرمیت توابع با توماس�فرم مسئله�ی حل ٢.٣.۵

مرزی شرایط این�که به�دلیل کرد توجه باید کرده�ایم. استفاده ١k ln(x) متغییر تغییر از مسئله این در
�سازیم: م را زیر تابع شوند برقرار مسئله

p(x) =
١

١+ λz + z٢ , (۵٠.۵)

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(x) نتیجه در شود. تعیین باید که است ثابت λ که

ξ̂Nf(x) = P (x) + ξ̂Nf(x), (۵١.۵)

تعریف زیر به�صورت (۴٠.۵) معادله�ی در را (۵١.۵) معادله�ی جای�گذاری با را باقیمانده تابع حال
�کنیم: م

Rez(x) = P ′′(x) + ξ̂Nf ′′(x)− x−
١
٢
{
P (x) + ξ̂Nf(x)

} ٣
٢ . (۵٢.۵)

(۵٢.۵) معادله�ی در �باشند م تبدیل�یافته هرمیت توابع ریشه�های که ان هم�م نقطه�ی N دادن قرار با
کنیم. پیدا را âi ضرایب �توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که �شود م یل تش معادله N ،

y′(٠) = −١٫۵٨٨٠٧١ با برار آن مقدار که است شده محاسبه [٨٢] کوبایاش توسط y′(٠) مقدار
به�دست نتایج با را نتایج و کرده�ایم حل تغییریافته هرمیت توابع با را مسئله این ما قسمت این در است.
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،k = ٠٫٩ ،N = ١۵ در تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های :۵.۵ جدول
جواب��ها. ر دی با مقایسه در λ = ١٫۵٨٨٠٧١

[٨٠] لیاو تغییر�یافته هرمیت z

٠٫٧۵۵٢٠٢٠٠٠ ٠٫٧۵۴٧٩۵٣٣٠ ٠٠٫٢۵
٠٫ ۶٠۶٩٨٧٠٠٠ ٠٫۶٠۶۶۵٨٩٠٨ ٠٠٫۵٠
٠٫ ۵٠٢٣۴٧٠٠٠ ٠٫۵٠٢١١٠۵١٠ ٠٠٫٧۵
٠٫ ۴٢۴٠٠٨٠٠٠ ٠٫۴٢٣٨١١٢٠٣ ٠١٫٠٠
٠٫ ٣۶٣٢٠٢٠٠٠ ٠٫٣۶٣٠٢٧٧٢۵ ٠١٫٢۵
٠٫ ٢۴٣٠٠٩٠٠٠ ٠٫٢۴٢٩١٨٢٣٣ ٠٢٫٠٠
٠٫ ٢١۵٨٩۵٠٠٠ ٠٫٢١۵٨١٩٨١٨ ٠٢٫٢۵
٠٫ ١٩٢٩٨۴٠٠٠ ٠٫١٩٢٩١٧٩۴٨ ٠٢٫۵٠
٠٫ ١٧٣۴۴١٠٠٠ ٠٫١٧٣٣٧٩۶٢٣ ٠٢٫٧۵
٠٫ ١۵۶۶٣٣٠٠٠ ٠٫١۵۶۵٧٣٧٧٣ ٠٣٫٠٠
٠٫ ١۴٢٠٧٠٠٠٠ ٠٫١۴٢٠١٣٣۶٨ ٠٣٫٢۵
٠٫ ١٢٩٣٧٠٠٠٠ ٠٫١٢٩٣١۶۶١٣ ٠٣٫۵٠
٠٫ ١١٨٢٢٩٠٠٠ ٠٫١١٨١٨٠٢٠٩ ٠٣٫٧۵
٠٫ ١٠٨۴٠۴٠٠٠ ٠٫١٠٨٣۶٠۴۴١ ٠۴٫٠٠
٠٫ ٠٣۶۵٨٧٣٠٠ ٠٫٠٣۶۵٨٠۴٢٧ ٠٨٫٠٠
٠٫ ٠١٠٨٠۵۴٠٠ ٠٫٠١٠٨٠٣٧٧۴ ١۵٫٠٠
٠٫ ٠٠۵٧٨۴٩۴٠ ٠٫٠٠۵٧٩٢٨٣١ ٢٠٫٠٠
٠٫ ٠٠۵٧٨۴٩۴٠ ٠٫٠٠٢٢۵٢۶٣۴ ٣٠٫٠٠
[٨٢] کوبایاش تغییر�یافته هرمیت f ′

−١٫۵٨٨٠٧١ −١٫۵٨٨٠٧١ f ′(٠)

آمده به�دست نتایج از نموداری همچنین کرده�ایم. مقایسه (۵.۵) جدول در لیاو و کوبایاش توسط آمده
است. شده ارائه (٢.٣.۵) ل ش در [٨٠] لیاو جواب�های با مقایسه در

سینک توابع با توماس�فرم مسئله�ی حل ٣.٣.۵

این�که به�دلیل کرد توجه باید کرده�ایم. استفاده φ(x) = ln(sinh(x)) متغییر تغییر از مسئله این در
�سازیم: م را زیر تابع شوند برقرار مسئله مرزی شرایط

p(x) =
λ

λ+ x
, (۵٣.۵)

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(x) نتیجه در شود. تعیین باید که است ثابت λ که
f(x) ≃ fN (x) = uN (x) + p(x), (۵۴.۵)



۵٣ توماس-فرم مسئله�ی .٣.۵

k = ،N = ١۵ در تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با آمده به�دست توماس-فرم گراف :۵.۵ ل ش
.[٨٠] لیاو جواب�های با مقایسه در λ = ١٫۵٨٨٠٧١ ،٠٫٩

آن در که

un(x) =
N∑

k=−N

ck
xSk(x)

x٢ + ١ . (۵۵.۵)

�کنیم م ذاری جای (۴٠.۵ معادله�ی در را (۵۴.۵) معادله�ی ckها، مجهول ضرایب یافتن برای حال
زیر ان هم�م نقاط در و

xj = ln(ejh + (١+ e٢jh) ١٢ ), j = −N, ..., N (۵۶.۵)

داریم: (۵۵.۵) معادله�ی نیز و (٢۴.۴) تا (٢٢.۴) معادلات به توجه با حال �آوریم. م به�دست را آن�ها

uN (xj) =
cjxj

x٢j + ١ , (۵٧.۵)

u′N (xj) =
∑N

k=−N ck
{
( ١
١+x٢j

− ٢x٢j
(١+x٢j )٢

)δ(٠)k,j

+(xjφ′(xj)

١+x٢j
)δ(١)k,j

}
, (۵٨.۵)

u′′N (xj) =
∑N

k=−N ck
{
( −۶xj

(١+x٢j )٢
+

٨x٣j
(١+x٢j )٣

)δ(٠)k,j

+(٢φ
′(xj)

١+x٢j
− ۴x٢jφ′(xj)

(١+x٢j )٢
+ xjφ′(xj)

١+x٢j
)δ(١)k,j

+(xj(φ′(xj))٢
١+x٢j

)δ(٢)k,j

}
. (۵٩.۵)
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در λ = ٠٫٧٧ ،h = ١ ،N = ١١ در سینک توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های :۶.۵ جدول
جواب��ها. ر دی با مقایسه

[٨٠] لیاو سینک z

٠٫٧۵۵٢٠٢٠٠٠ ٠٫٧۵۵۵٠١۵١٣ ٠٠٫٢۵
٠٫ ۶٠۶٩٨٧٠٠٠ ٠٫۶٠۶۵٩١٣٧۴ ٠٠٫۵٠
٠٫ ۵٠٢٣۴٧٠٠٠ ٠٫۵٠٢٠١٧٨٣۶ ٠٠٫٧۵
٠٫ ۴٢۴٠٠٨٠٠٠ ٠٫۴٢۴١٨١٩٠۵ ٠١٫٠٠
٠٫ ٣۶٣٢٠٢٠٠٠ ٠٫٣۶٣۶٩۶٢۶٣ ٠١٫٢۵
٠٫ ٢۴٣٠٠٩٠٠٠ ٠٫٢۴٣٢۵٧٨٧٨ ٠٢٫٠٠
٠٫ ٢١۵٨٩۵٠٠٠ ٠٫٢١۶١۵۶٠٢۴ ٠٢٫٢۵
٠٫ ١٩٢٩٨۴٠٠٠ ٠٫١٩٣٣٩۵۴٠١ ٠٢٫۵٠
٠٫ ١٧٣۴۴١٠٠٠ ٠٫١٧۴٠٧٨۶٩٩ ٠٢٫٧۵
٠٫ ١۵۶۶٣٣٠٠٠ ٠٫١۵٧۴٩٨٩٣٧ ٠٣٫٠٠
٠٫ ١۴٢٠٧٠٠٠٠ ٠٫١۴٣١٢۵۴٧١ ٠٣٫٢۵
٠٫ ١٢٩٣٧٠٠٠٠ ٠٫١٣٠۵٧٧٩٢۶ ٠٣٫۵٠
٠٫ ١١٨٢٢٩٠٠٠ ٠٫١١٩۵٨٣٩٠٢ ٠٣٫٧۵
٠٫ ١٠٨۴٠۴٠٠٠ ٠٫١٠٩٩٣٣٣٧٢ ٠۴٫٠٠
٠٫ ٠٣۶۵٨٧٣٠٠ ٠٫٠۴۶٣٢۵۶٠٧ ٠٨٫٠٠
٠٫ ٠١٠٨٠۵۴٠٠ ٠٫٠۴٩٠٨٩٣۴۵ ١۵٫٠٠
٠٫ ٠٠۵٧٨۴٩۴٠ ٠٫٠٣۶٩٩٢٩٩٠ ٢٠٫٠٠
٠٫ ٠٠۵٧٨۴٩۴٠ ٠٫٠٢۴٩٩۶۵۴٩ ٣٠٫٠٠
[٨٢] کوبایاش سینک f ′

−١٫۵٨٨٠٧١ −١٫۵٨٠٣٨٠ f ′(٠)

داشت: خواهیم (۴٠.۵) معادله�ی در (۵٩.۵) تا (۵٧.۵) معادلات ذاری جای با

f
′′
N (xj)− (xj)( − ١

٢)(fN (xj))
٣
٢ = ٠, j = −N, ..., N. (۶٠.۵)

�توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که �دهد م معادله ٢N+١ دستگاه ی یل تش (۶٠.۵) معادله�ی
کنیم. پیدا را ck ضرایب

y′(٠) = −١٫۵٨٨٠٧١ با برار آن مقدار که است شده محاسبه [٨٢] کوبایاش توسط y′(٠) مقدار
توسط آمده به�دست نتایج با را نتایج و کرده�ایم حل سینک توابع با را مسئله این ما قسمت این در است.
با مقایسه در آمده به�دست نتایج از نموداری همچنین کرده�ایم. مقایسه (۶.۵) جدول در لیاو و کوبایاش

است. شده ارائه (٣.٣.۵) ل ش در [٨٠] لیاو جواب�های



۵۵ دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی .۴.۵

λ = ٠٫٧٧ ،h = ١ ،N = ١١ سینکدر توابع از استفاده با آمده به�دست گرافتوماس-فرم :۶.۵ ل ش
.[٨٠] لیاو جواب�های با مقایسه در

دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی ۴.۵

�شود. م دیده (a) حالت در ،(۴.۵) ل ش در که محورهایی و γ کنید فرض را وارونه مخروط ی
�شود م تعریف ψ جریان تابع است. شده تعبیه دیواره مشخص دمای با متخلخل ماده�ای در مخروط این

:[٨۴ ،٨٣]

u =
١
r

∂ψ

∂y
, υ = −١

r

∂ψ

∂x
. (۶١.۵)

و �شوند م پیاده�سازی است، x = x٠ که شده گرم ناقص مخروط ی روی مرزی لایه�ی معادلات
از: عبارتند

١
r

∂٢ψ
∂y٢ =

gβK

υ

∂T

∂y
,

١
r
(
∂ψ

∂y

∂T

∂x
− ∂ψ

∂x

∂T

∂y
) = α

∂٢T
∂y٢ . (۶٢.۵)

طول از توان تابع را دما همچنین �شود. م فرض r = x sin(γ) تقریبی به��طور نازک لایه�ی ی برای
از: عبارتند مرزی شرایط این�رو از �کنیم. م فرض مخروط یال

u = ٠, T = T∞ as y → ∞,

u = ٠ at y = ٠, x٠ ≤ x < ∞. (۶٣.۵)
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�شود: م تعریف زیر به�صورت qw دیواره�ی دمای همچنین

qw = −k(
∂T

∂y
)y=٠ = A(x− x٠)λ at x٠ ≤ x < ∞. (۶۴.۵)

وجود مشابه جواب�های (b)، حالت در (۴.۵) ل ش است، x٠ = ٠ که کامل مخروط حالت برای
داریم: است ثابت دیواره دمای که حالت در دارد.

ψ = αrRa
١
٣
x f(η),

T − T∞ =
qwx

k
Ra

١
٣
x θ(η),

η =
y

x
Ra

١
٣
x . (۶۵.۵)

جایی�که

Rax =
ρ∞βgK cos(γ)qwx٢

µαk
. (۶۶.۵)

:[٨۵ ،٨۴ ،٨٣] از عبارتند حاکم معادلات حال

f ′ = θ,

θ′′ + (
λ+ ۵
٢ )fθ′ − (

٢λ+ ١
٣) f ′θ = ٠. (۶٧.۵)

مرزی شرایط با

f(٠) = ٠, θ′(٠) = −١, θ(∞) = ٠. (۶٨.۵)

داریم نهایت در

ODE. f ′′′ + (
λ+ ۵
٢ )ff ′′ − (

٢λ+ ١
٣ )(f ′)٢ = ٠,

Bc. f(٠) = ٠, f ′′(٠) = −١, f ′(∞) = ٠. (۶٩.۵)

�شود: م تعریف زیر به�صورت که است ناسلت عدد مقدار آوردن به�دست هدف

Nux =
qwx

k(Tw − T∞)
, (٧٠.۵)

:[٨۴ ،٨٣] با است برابر ناسلت عدد که �شود م مشخص پیشین معادلات از

Nux = Ra
١
٣
x [−θ′(٠)]. (٧١.۵)

آمده بدست جواب�های با و کرد خواهیم حل سینک و هرمیت لاگر، توابع با را مسئله این ما ادامه در
کرد. خواهیم مقایسه است، شده ارائه [٨٣] مقاله�ی در که



۵٧ دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی .۴.۵

r(x)

g X0
x

y

u

v

(a) (b)

کامل مخروط (b) مخروط از شده گرم تکه�ای روی (a) مرزی لایه�ی برای مختصات سیستم :٧.۵ ل ش
.x٠ = ٠

لاگر توابع با دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی حل ١.۴.۵

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(x) کار، ابتدای در

INf(x) =
N−١∑

j=٠
ajφj(x), (٧٢.۵)

(۶٩.۵) مرزی شرایط و معادله� در را (٧٢.۵) معادله�ی ajها، مجهول ضرایب یافتن برای حال
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را باقیمانده تابع و �کنیم م ذاری جای

Rez(x) =
∑N−١

j=٠ ajφ′′′j (x) + (λ+۵٢ )
∑N−١

j=٠ ajφj(x)
∑N−١

j=٠ ajφ′′j (x)

−(٢λ+١٣ )(
∑N−١

j=٠ ajφ′j(x))
٢, (٧٣.۵)

مرزی: شرایط با
N−١∑

j=٠
ajφj(٠) = ٠, (٧۴.۵)

N−١∑

j=٠
ajφ

′′
j (٠) = −١, (٧۵.۵)

N−١∑

j=٠
ajφ

′
j(∞) = ٠. (٧۶.۵)

(٧٣.۵) معادله�ی در �باشند م لاگر اصلاح�شده�ی توابع ریشه�های که ان هم�م نقطه�ی N دادن قرار با
N +٢ ،)٧۵.۵) و (٧۴.۵) معادلات در شده ذکر مرزی شرایط همراه به که �شود م یل تش معادله N ،

کنیم. پیدا را aj ضرایب �توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که داشت خواهیم معادله
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با مقایسه در N = ١٣ در اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های :٧.۵ جدول
رانگ-گوته.

L α [٨۶] اصلاح�شده لاگر [٨٧] رانگ-گوته λ

١٫٢٩٨۵ ١ ٠٫٩۴٧۶٩٧٢۵۶ ٠٫٩۴٧۶٠ ٠
١٫٢۴٠٩٣ ٠٫٩۴٨۶٩ ٠٫٩١١٢٩٢٢٩۵ ٠٫٩١١٣٠ ١

۴
١٫ ١۵ ١ ٠٫ ٩٠٠٣٠۵٨٠۶ ٠٫٩٠٠٣٠ ١

٣
١٫ ٠٩ ١ ٠٫ ٨٧٩٣٣٢٠٩٠ ٠٫٨٧٩٨٠ ١

٢
١٫ ٠٣٩۴ ٠٫ ٠۴ ٠٫ ٨۵٢٢٨٧٠٧۴ ٠٫٨۵٢٢٠ ٣

۴
١٫ ١١۵ ٠٫ ۶۵۵ ٠٫ ٨٢۵٢٨٨٧٩۵ ٠٫٨٢٧۶٠ ٠

مقادیر ازای به f ′(٠) برای ،[٨۶] اصلاح�شده لاگر توابع از آمده به�دست نتایج (٧.۵) جدول در
(٩.۵) و (٨.۵) جداول در کرده�ایم. مقایسه [٨٧] رانگ-گوته از آمده به�دست مقادیر با λ مختلف
در λ = ١

۴ ,λ = ٣
۴ مقادیر ازای به f ′(x) برای ،[٨۶] اصلاح�شده لاگر توابع از آمده به�دست مقادیر

نتایج از نموداری همچنین کرده�ایم. مقایسه [٨٧] رانگ-گوته از آمده به�دست مقادیر با xمختلف نقاط
است. شده ارائه (١.۴.۵) ل ش در λمختلف مقادیر ازاس به f ′(x) برای آمده به�دست

هرمیت توابع با دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی حل ٢.۴.۵

مرزی شرایط این�که به�دلیل کرد توجه باید کرده�ایم. استفاده ١k ln(x) متغییر تغییر از مسئله این در
�سازیم: م را زیر تابع شوند برقرار مسئله

p(x) =
β٢x

٢(β + x)
, (٧٧.۵)

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(x) نتیجه در شود. تعیین باید که است ثابت β که

ξ̂Nf(x) = P (x) + ξ̂Nf(x), (٧٨.۵)

تعریف زیر به�صورت (۶٩.۵) معادله�ی در را (٧٨.۵) معادله�ی جای�گذاری با را باقیمانده تابع حال
�کنیم: م

Rez(x) = P ′′′(x) + ξ̂Nf ′′′(x) + (λ+۵٢ )(P (x) + ξ̂Nf(x))(P ′′(x) + ξ̂Nf ′′(x))

−(٢λ+١٣ )(P ′(x) + ξ̂Nf ′(x))٢. (٧٩.۵)

(٧٩.۵) معادله�ی در �باشند م تبدیل�یافته هرمیت توابع ریشه�های که ان هم�م نقطه�ی N دادن قرار با
کنیم. پیدا را âi ضرایب �توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که �شود م یل تش معادله N ،



۵٩ دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی .۴.۵

اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با λ = ١
۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :٨.۵ جدول

[٨۶] اصلاح�شده لاگر [٨٧] رانگ-گوته x

٠٫٩١١٢٩٢٢٩۵ ٠٫٩١١٢٩۵ ٠
٠٫٨١٣۶٠۴۵٧٣٢ ٠٫٨١٣۶٠۴ ٠٫١
٠٫ ٧٢١۴٣٣٣٠۴١ ٠٫٧٢١٣۵١ ٠٫٢
٠٫ ۶٣۵٧٢٧٨۵٨٣ ٠٫۶٣۵۵٣١ ٠٫٣
٠٫ ۵۵٧٠١٢٨٣١٩ ٠٫۵۵۶۶۶١ ٠٫۴
٠٫ ۴٨۵۴٨٧٠٢١٣ ٠٫۴٨۴٩٩٧ ٠٫۵
٠٫ ۴٢١١٠۴۵۴١۶ ٠٫۴٢٠۵٨٧ ٠٫۶
٠٫ ٣۶٣۶۴٠٨۴١۶ ٠٫٣۶٣٢٧۶ ٠٫٧
٠٫ ٣١٢٧۴۵٩٠٣۶ ٠٫٣١٢۶٧٧ ٠٫٨
٠٫ ٢۶٧٩٨۶۴٢۴١ ٠٫٢۶٨٢۶۴ ٠٫٩
٠٫ ٢٢٨٨٧٩٣٨٧٧ ٠٫٢٢٩۵٠٨ ١
٠٫١٩۴٩١٧٩۵٩۶ ٠٫١٩۵٨٧٨ ١٫١
٠٫ ١۶۵۵٩١٢٣۶١ ٠٫١۶۶٨۴٧ ١٫٢
٠٫ ١۴٠٣٩٩٢۶٩۵ ٠٫١۴١٨٣٧ ١٫٣
٠٫ ١١٨٨۶٣٣٢٢٣ ٠٫١٢٠٣۶٢ ١٫۴
٠٫ ١٠٠۵٣٣۵٣٢١ ٠٫١٠٢٠٢۵ ١٫۵
٠٫ ٠۴٣۶٧٧۵۶٨٩ ٠٫٠۴٣٩۵١ ٢
٠٫٠١٩۶٨٢٩۵٢٨ ٠٫٠١٨۵۴۶ ٢٫۵
٠٫ ٠٠٨٨٠١٢٣۴٣ ٠٫٠٠٧۶١٠ ٣
٠٫٠٠٣٠۴۴٠٩۶۴ ٠٫٠٠٢٩۵٣ ٣٫۵
−٠٫٠٠٠١١۵٩٣۶۴ ٠٫٠٠٠٩۶٢ ۴
−٠٫٠٠١۴٢١٧٩٠۴ ٠٫٠٠٠١٢٣ ۴٫۵
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اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با λ = ٣
۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :٩.۵ جدول

[٨۶] اصلاح�شده لاگر [٨٧] رانگ-گوته x

٠٫٨۵٢٢٨٧٠٧۴ ٠٫٨۵٢١٩٣ ٠
٠٫٧۵۵٣۴٧٢٠۴٣ ٠٫٧۵۵٣٧٧ ٠٫١
٠٫ ۶۶۵٢۴٣٧٩٩٨ ٠٫۶۶۵۴۴٨ ٠٫٢
٠٫ ۵٨٢۶۴٣٨٨۵۴ ٠٫۵٨٢٩٨۵ ٠٫٣
٠٫ ۵٠٧٧٨٧٠١١٢ ٠٫۵٠٨١۴١ ٠٫۴
٠٫ ۴۴٠۶٠۴٣١۴۵ ٠٫۴۴٠٨۴٩ ٠٫۵
٠٫ ٣٨٠٨١٢٠١۴٧ ٠٫٣٨٠٩٠٧ ٠٫۶
٠٫ ٣٢٧٩٨٣٨۴١٨ ٠٫٣٢٧٩٧٣ ٠٫٧
٠٫ ٢٨١۶٠۶۵٩۴٠ ٠٫٢٨١۵٣۶ ٠٫٨
٠٫ ٢۴١١٢١٩٨٧١ ٠٫٢۴١٠١٣ ٠٫٩
٠٫ ٢٠۵٩۵٧۴٩۵٢ ٠٫٢٠۵٨٣٢ ١
٠٫١٧۵۵۴٨۶۵٣٢ ٠٫١٧۵۴٣۴ ١٫١
٠٫ ١۴٩٣۵۴۴٢۶٣ ٠٫١۴٩٢٧۵ ١٫٢
٠٫ ١٢۶٨۶٧٣۵۴٣ ٠٫١٢۶٨٢١ ١٫٣
٠٫ ١٠٧۶١٩۵۴۴۵ ٠٫١٠٧۵٩۶ ١٫۴
٠٫ ٠٩١١٨۵٧۶٨۶ ٠٫٠٩١١٩۶ ١٫۵
٠٫ ٠٣٩٢٩٩٩٧٠٠ ٠٫٠٣٩٢٢٣ ٢
٠٫٠١۶۵۶٨٧٠٨٠ ٠٫٠١۶۵٧۴ ٢٫۵
٠٫ ٠٠۶٧٣١٢۵۴٠ ٠٫٠٠۶٨٣٢ ٣
٠٫٠٠٢۶۴٩١۵۴٨ ٠٫٠٠٢۶۶٨ ٣٫۵
٠٫ ٠٠١١۴٢٧۵۵٧ ٠٫٠٠٠٩١٣ ۴
٠٫٠٠٠۶۵۶۵۴۵١ ٠٫٠٠٠٢٣٧ ۴٫۵
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λ = ازای به اصلاح�شده لاگر توابع از استفاده با f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :٨.۵ ل ش
.٠, ١۴ , ١٣ , ١٢ , ٣۴ ,١

مختلف مقادیر ازای به f ′(٠) برای تغییر�یافته، هرمیت توابع از آمده به�دست نتایج (١٠.۵) جدول در
مقادیر (١٢.۵) و (١١.۵) جداول در کرده�ایم. مقایسه [٨٧] رانگ-گوته از آمده به�دست مقادیر با λ
با xمختلف نقاط در λ = ١

۴ ,λ = ٣
۴ مقادیر ازای به f ′(x) برای تغییر�یافته، هرمیت توابع از آمده به�دست

برای آمده به�دست نتایج از نموداری همچنین کرده�ایم. مقایسه [٨٧] رانگ-گوته از آمده به�دست مقادیر
است. شده ارائه (٢.۴.۵) ل ش در λمختلف مقادیر ازاس به f ′(x)

با مقایسه در N = ٢٠ در تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های :١٠.۵ جدول
رانگ-گوته.

β k تغییر�یافته هرمیت [٨٧] رانگ-گوته λ

١٫٨٩۴٧ ٠٫ ٠٠٠٠۵ ٠٫٩۴٧٣۵٠٠٠٠ ٠٫٩۴٧۶٠ ٠
١٫٨٢٢۶ ٠٫ ٠٠٠٠۵ ٠٫٩١١٣٠٠٠٠٠ ٠٫٩١١٣٠ ١

۴
١٫ ٨٠٠٧ ٠٫ ٠٠٠٠۵ ٠٫٩٠٠٣۵٠٠٠٠ ٠٫٩٠٠٣٠ ١

٣
١٫ ٧۵٨۶۶ ٠٫ ٠٠٠٠۵ ٠٫٨٧٩٣٣٠٠٠٠ ٠٫٨٧٩٨٠ ١

٢
١٫ ٧٠۴٢ ٠٫ ٠٠٠٠۵ ٠٫٨۵٢١٠٠٠٠٠ ٠٫٨۵٢٢٠ ٣

۴
١٫ ۶۵۵٢ ٠٫ ٠٠٠٠۵ ٠٫٨٢٧۶٠٠٠٠٠ ٠٫٨٢٧۶٠ ٠
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تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با λ = ١
۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :١١.۵ جدول

تغییر�یافته هرمیت [٨٧] رانگ-گوته x

٠٫٩١١٣٠٠٠٠٠ ٠٫٩١١٢٩۵ ٠
٠٫٨١٨٩۶۶۶۶٨ ٠٫٨١٣۶٠۴ ٠٫١
٠٫ ٧٣٩٩٨٧٠١٠ ٠٫٧٢١٣۵١ ٠٫٢
٠٫ ۶٧١٩٠۴٨۶٠ ٠٫۶٣۵۵٣١ ٠٫٣
٠٫ ۶١٢٨٠٣٨۴۶ ٠٫۵۵۶۶۶١ ٠٫۴
٠٫ ۵۶١١٧١٠۵٠ ٠٫۴٨۴٩٩٧ ٠٫۵
٠٫ ۵١۵٧٩٩٢١۴ ٠٫۴٢٠۵٨٧ ٠٫۶
٠٫ ۴٧۵٧١۵۵١٩ ٠٫٣۶٣٢٧۶ ٠٫٧
٠٫ ۴۴٠١٢٩٠٠٣ ٠٫٣١٢۶٧٧ ٠٫٨
٠٫ ۴٠٨٣٩١٢۴۴ ٠٫٢۶٨٢۶۴ ٠٫٩
٠٫ ٣٧٩٩۶۶۶٢٩ ٠٫٢٢٩۵٠٨ ١
٠٫٣۵۴۴٠٩۴٩٠ ٠٫١٩۵٨٧٨ ١٫١
٠٫ ٣٣١٣۴۶٧٧۴ ٠٫١۶۶٨۴٧ ١٫٢
٠٫ ٣١٠۴۶۴١٠٢ ٠٫١۴١٨٣٧ ١٫٣
٠٫ ٢٩١۴٩۵١٢۶ ٠٫١٢٠٣۶٢ ١٫۴
٠٫ ٢٧۴٢١٢٩۶٢ ٠٫١٠٢٠٢۵ ١٫۵
٠٫ ٢٠٧١۶٩٧٧۴ ٠٫٠۴٣٩۵١ ٢
٠٫١۶٢٠١۴۵۴۴ ٠٫٠١٨۵۴۶ ٢٫۵
٠٫ ١٣٠١۶١٢٢٢ ٠٫٠٠٧۶١٠ ٣
٠٫١٠۶٨۵۵٣٩٢ ٠٫٠٠٢٩۵٣ ٣٫۵
٠٫ ٠٨٩٢٩١۵١۵ ٠٫٠٠٠٩۶٢ ۴
٠٫٠٧۵٧٢٧٣٣٧ ٠٫٠٠٠١٢٣ ۴٫۵
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تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با λ = ٣
۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :١٢.۵ جدول

تغییر�یافته هرمیت [٨٧] رانگ-گوته x

٠٫٨۵٢١٠٠٠٠٠ ٠٫٨۵٢١٩٣ ٠
٠٫٧۶٠٢۶٠٣٣١ ٠٫٧۵۵٣٧٧ ٠٫١
٠٫ ۶٨٢۵٠۶١۴۴ ٠٫۶۶۵۴۴٨ ٠٫٢
٠٫ ۶١۶٠٩٧۶٧٧ ٠٫۵٨٢٩٨۵ ٠٫٣
٠٫ ۵۵٨٩٣٠٣٠١ ٠٫۵٠٨١۴١ ٠٫۴
٠٫ ۵٠٩٣۶۵۶٩٣ ٠٫۴۴٠٨۴٩ ٠٫۵
٠٫ ۴۶۶١١٣١٣۶ ٠٫٣٨٠٩٠٧ ٠٫۶
٠٫ ۴٢٨١۴۴۶٣٠ ٠٫٣٢٧٩٧٣ ٠٫٧
٠٫ ٣٩۴۶٣٣٢۴٢ ٠٫٢٨١۵٣۶ ٠٫٨
٠٫ ٣۶۴٩٠٧۶٩٢ ٠٫٢۴١٠١٣ ٠٫٩
٠٫ ٣٣٨۴١٨۵٠۵ ٠٫٢٠۵٨٣٢ ١
٠٫٣١۴٧١٢٣٠٠ ٠٫١٧۵۴٣۴ ١٫١
٠٫ ٢٩٣۴١٢۵٢٣ ٠٫١۴٩٢٧۵ ١٫٢
٠٫ ٢٧۴٢٠۴١٣٧ ٠٫١٢۶٨٢١ ١٫٣
٠٫ ٢۵۶٨٢٢٠۴۴ ٠٫١٠٧۵٩۶ ١٫۴
٠٫ ٢۴١٠۴١٨۵٢ ٠٫٠٩١١٩۶ ١٫۵
٠٫ ١٨٠٣۶١٠٨٢ ٠٫٠٣٩٢٢٣ ٢
٠٫١۴٠٠١١٩٠١ ٠٫٠١۶۵٧۴ ٢٫۵
٠٫ ١١١٨٣٠۴۶۵ ٠٫٠٠۶٨٣٢ ٣
٠٫٠٩١٣٧۴٢٣٠ ٠٫٠٠٢۶۶٨ ٣٫۵
٠٫ ٠٧۶٠۵٧۵٢٧ ٠٫٠٠٠٩١٣ ۴
٠٫٠۶۴٢٩٢۴٧٠ ٠٫٠٠٠٢٣٧ ۴٫۵
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λ = ازای به تغییر�یافته هرمیت توابع از استفاده با f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :٩.۵ ل ش
.٠, ١۴ , ١٣ , ١٢ , ٣۴ ,١

سینک توابع با دارسین سیال ی در گرما انتقال مسئله�ی حل ٣.۴.۵

شرایط این�که به�دلیل کرد توجه باید کرده�ایم. استفاده φ(x) = ln(x) متغییر تغییر از مسئله این در
�سازیم: م را زیر تابع شوند برقرار مسئله مرزی

p(x) =
β٢x

٢(β + x)
, (٨٠.۵)

�زنیم: م تقریب زیر به�صورت را f(x) نتیجه در شود. تعیین باید که است ثابت β که

f(x) ≃ fN (x) = uN (x) + p(x), (٨١.۵)

آن در که

un(x) =
N∑

k=−N

ck
x٣Sk(x)

x٣ + ١ . (٨٢.۵)

�کنیم م ذاری جای (۶٩.۵ معادله�ی در را (٨١.۵) معادله�ی ckها، مجهول ضرایب یافتن برای حال
زیر ان هم�م نقاط در و

xj = ejh, j = −N, ..., N (٨٣.۵)
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داریم: (٨٢.۵) معادله�ی نیز و (٢۵.۴) تا (٢٢.۴) معادلات به توجه با حال �آوریم. م به�دست را آن�ها

uN (xj) =
cjx٣j

x٣j + ١ , (٨۴.۵)

u′δ
(٠)N(xj) =

∑N
k=−N ck

{
(
٣x٣j
١+x٣j

− ٣x۵j
(١+x٣j )٢

)δ(٠)k,j

+(
x٣jφ′(xj)

١+x٣j
)δ(١)k,j

}
, (٨۵.۵)

u′′N (xj) =
∑N

k=−N ck
{
( ۶xj

١+x٣j
− ٢۴x۴j

(١+x٣j )٢
+

١٨x٧j
(١+x٣j )٣

)δ(٠)k,j

+(
۶x٢jφ′(xj)

١+x٣j
− ۶x۵jφ′(xj)

(١+x٣j )٢
+

x٣jφ′′(xj)

١+x٣j
)δ(١)k,j

+(
x٣j (φ′(xj))٢

١+x٣j
)δ(٢)k,j

}
, (٨۶.۵)

u′′′N (xj) =
∑N

k=−N ck
{
( ۶
١+x٣j

− ١١۴x٣j
(١+x٣j )٢

+
٢٧٠x۶j
(١+x٣j )٣

− ١۶٩x٩
(١+x٣j )۴

)δ(٠)k,j

+(١٨xjφ′(xj)

١+x٣j
− ٧٢x۴jφ′(xj)

(١+x٣j )٢
+

۵۴x٧jφ′(xj)

(١+x٣j )٣
+

٩x٢jφ′′(xj)

١+x٣j
− ٩x۵jφ′′(xj)

(١+x٣j )٢
+

x٣jφ′′′(xj)

١+x٣j
)δ(١)k,j

+(
۶x٢jφ′(xj)

١+x٣j
− ۶x۵jφ′(xj)

(١+x٣j )٢
+

٣x٣jφ′′(xj)φ′(xj)

١+x٣j
+

٣x٢j (φ′(xj))٢
١+x٣j

− ٣x۵j (φ′(xj))٢
(١+x٣j )٢

)δ(٢)k,j

+(
x٣j (φ′(xj))٣

١+x٣j
)δ(٣)k,j

}
. (٨٧.۵)

داشت: خواهیم (۶٩.۵) معادله�ی در (٨٧.۵) تا (٨۴.۵) معادلات ذاری جای با

f
′′′
N (xj) + (λ+۵٢ )(fN (xj))(f

′′
N )(xj)− (٢λ+١٣ )(f

′
N (xj))٢, j = −N, ..., N. (٨٨.۵)

�توانیم م نیوتن روش به آن�ها حل با که �دهد م معادله ٢N+١ دستگاه ی یل تش (٨٨.۵) معادله�ی
کنیم. پیدا را ck ضرایب

مقادیر با λمختلف مقادیر ازای به f ′(٠) برای سینک، توابع از آمده به�دست نتایج (١٣.۵) جدول در
آمده به�دست مقادیر (١۵.۵) و (١۴.۵) جداول در کرده�ایم. مقایسه [٨٧] رانگ-گوته از آمده به�دست
از آمده به�دست مقادیر با x مختلف نقاط در λ = ١

۴ ,λ = ٣
۴ مقادیر ازای به f ′(x) برای sdk؛، توابع از

مقادیر ازاس به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج از نموداری همچنین کرده�ایم. مقایسه [٨٧] رانگ-گوته
است. شده ارائه (٣.۴.۵) ل ش در λمختلف
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رانگ-گوته. با مقایسه در N = ٣٠ در سینک توابع از استفاده با آمده به�دست جواب�های :١٣.۵ جدول
β h سینک [٨٧] رانگ-گوته λ

١٫٨٩۵ ۵ ٠٫ ٩۴٧۴٩٩٩٠ ٠٫٩۴٧۶٠ ٠
١٫٧٨٧ ۵ ٠٫ ٩١٠٠٠٠٠ ٠٫٩١١٣٠ ١

۴
١٫ ٨٠٠۶٢ ۵ ٠٫٩٠٠٣٠٩٨ ٠٫٩٠٠٣٠ ١

٣
١٫ ٧۵٩٧٢ ۵ ٠٫٨٧٩٨۵٩٩ ٠٫٨٧٩٨٠ ١

٢
١٫ ٧٠۴۵ ۵ ٠٫ ٨۵٢٢۴٩٩ ٠٫٨۵٢٢٠ ٣

۴
١٫ ۶۵۵٢٢ ۵ ٠٫٨٢٧۶٠٩٩ ٠٫٨٢٧۶٠ ٠

سینک توابع از استفاده با λ = ١
۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :١۴.۵ جدول

سینک [٨٧] رانگ-گوته x

٠٫٩١٠٠٠٠٠ ٠٫٩١١٢٩۵ ٠
٠٫٨٢۴٩۴٩۵ ٠٫٨١٣۶٠۴ ٠٫١
٠٫ ٧۵٩٣٣٩٩ ٠٫٧٢١٣۵١ ٠٫٢
٠٫ ۶٩٩۴٣٩٠ ٠٫۶٣۵۵٣١ ٠٫٣
٠٫ ۶٣۵٧۴٨١ ٠٫۵۵۶۶۶١ ٠٫۴
٠٫ ۵۶٣۵۶۶٨ ٠٫۴٨۴٩٩٧ ٠٫۵
٠٫ ۴٨٣۶٣۵٣ ٠٫۴٢٠۵٨٧ ٠٫۶
٠٫ ۴٠١٠۴٣٧ ٠٫٣۶٣٢٧۶ ٠٫٧
٠٫ ٣٢٢۴٧٣١ ٠٫٣١٢۶٧٧ ٠٫٨
٠٫ ٢۵٣٣۶۵٣ ٠٫٢۶٨٢۶۴ ٠٫٩
٠٫ ١٩۶۴٧۵۶ ٠٫٢٢٩۵٠٨ ١
٠٫١۵١٩٨۶٩ ٠٫١٩۵٨٧٨ ١٫١
٠٫ ١١٨۴٣٩١ ٠٫١۶۶٨۴٧ ١٫٢
٠٫ ٠٩٣٧٠۶٢ ٠٫١۴١٨٣٧ ١٫٣
٠٫ ٠٧۵۶۵۶٣ ٠٫١٢٠٣۶٢ ١٫۴
٠٫ ٠۶٢۴٧١۴ ٠٫١٠٢٠٢۵ ١٫۵
٠٫ ٠٣١۵٣٨٧ ٠٫٠۴٣٩۵١ ٢
٠٫٠١٨٩٩٢٨ ٠٫٠١٨۵۴۶ ٢٫۵
٠٫ ٠١٠۶١٣۵ ٠٫٠٠٧۶١٠ ٣
٠٫٠٠۴٢۶٢٨ ٠٫٠٠٢٩۵٣ ٣٫۵
−٠٫٠٠٠۶٠۶٩ ٠٫٠٠٠٩۶٢ ۴
−٠٫٠٠۴٣٢٠۵ ٠٫٠٠٠١٢٣ ۴٫۵
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سینک توابع از استفاده با λ = ٣
۴ ازای به f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :١۵.۵ جدول

سینک [٨٧] رانگ-گوته x

٠٫٨۵٢٢۴٩٩ ٠٫٨۵٢١٩٣ ٠
٠٫٧۶۶٣۴٣٠ ٠٫٧۵۵٣٧٧ ٠٫١
٠٫ ۶٩٨۶٧٨١ ٠٫۶۶۵۴۴٨ ٠٫٢
٠٫ ۶٣۶٧۴۵٧ ٠٫۵٨٢٩٨۵ ٠٫٣
٠٫ ۵٧٢١٩٩٨ ٠٫۵٠٨١۴١ ٠٫۴
٠٫ ۵٠١٢٢٢۴ ٠٫۴۴٠٨۴٩ ٠٫۵
٠٫ ۴٢۴٨٨١۵ ٠٫٣٨٠٩٠٧ ٠٫۶
٠٫ ٣۴٧٩٢٨٩ ٠٫٣٢٧٩٧٣ ٠٫٧
٠٫ ٢٧۶٢٢٧٨ ٠٫٢٨١۵٣۶ ٠٫٨
٠٫ ٢١۴٢٨۵٣ ٠٫٢۴١٠١٣ ٠٫٩
٠٫ ١۶۴١١٢٩ ٠٫٢٠۵٨٣٢ ١
٠٫١٢۵۴۶۵۶ ٠٫١٧۵۴٣۴ ١٫١
٠٫ ٠٩۶٧۴٠۶ ٠٫١۴٩٢٧۵ ١٫٢
٠٫ ٠٧۵٨۵۵٩ ٠٫١٢۶٨٢١ ١٫٣
٠٫ ٠۶٠٨١۵٠ ٠٫١٠٧۵٩۶ ١٫۴
٠٫ ٠۴٩٩۶١٢ ٠٫٠٩١١٩۶ ١٫۵
٠٫ ٠٢۴٩۵٠٢ ٠٫٠٣٩٢٢٣ ٢
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دیفرانسیل معادلات حل در سینک و هرمیت لاگر، توابع کاربرد .۵ ۶٨

.λ = ٠, ١۴ , ١٣ , ١٢ , ٣۴ ,١ ازای به سینک توابع از استفاده با f ′(x) برای آمده به�دست نتایج :١٠.۵ ل ش



فصل۶

نتیجه�گیری

توابع از استفاده با نیمه�متناه بازه�ی در غیرخط دیفرانسیل معادله�ی چندبن حل پایان�نامه این در
هرميت و لاگر چندجمله�ای�های �دانیم م که طور همان گرفت. قرار بررس مورد سینک و هرميت لاگر،
به میل دلیل به نیمه�متناه بازه�ی در اما �باشند م طیف رایی هم و بالا کارایی دارای متناه بازه�ی در
هرميت و لاگر توابع از دینامی سیستم�های بعض چندجمله�ای غیر رفتار و چندجمله�ای�ها این بی�نهایت
رایی هم قدرت دارای متناه نیمه بازه� در سینک توابع �دانید م که همان�گونه همچنین �کنیم. م استفاده

�باشد. م بالایی
که �باشد م موضوع این �دهنده�ی نشان مسایل حل در شده معرف روش�های کاربرد از حاصل نتایج
ی در است ن مم یعن است. متفاوت گوناگون مسائل در سینک و هرمیت لاگر، توابع رایی هم نرخ

باشند داشته را جواب بهترین هرمیت توابع مسئله ی در باشند، داشته را جواب بهترین لاگر توابع مسئله
پیاده�سازی نحوه�ی است مسلم که آنچه اما باشند. داشته را جواب بهترین سینک توابع مسئله ی در و

است. ساده�تر سینک توابع از هرمیت و لاگر توابع
نشده یافت باشد، مناسب مسائل همه حل برای که روش هیچ تاکنون که شد یادآور باید پایان در
و معین تابع به تابع شدن مجانب تابع، نزول سرعت بی�نهایت، در تابع رفتار هم�چون عوامل است.

�باشد. م موثر روش انتخاب در تابع نوسان�های
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انگلیس به فارس واژه�نامه

گاوس-رادو یری انتگرال
گاوس-لوباتو یری انتگرال

باقیمانده تابع
کرونکر دلتای تابع

گاما تابع
مولد تابع
برش تنش

آزمون توابع
پایه توابع

تقریب توابع
سع توابع

سینک توابع
کامل توابع

چبیشف گویای توابع
لژاندر گویای توابع

لاگر توابع
متعامد توابع
وزن توابع

چبیشف چندجمله�ای�های
ژاکوبی چندجمله�ای�های
لاگر چندجمله�ای�های

لاگرانژ چندجمله�ای�های
لژاندر چندجمله�ای�های
هرمیت چندجمله�ای�های
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انگلیس به فارس واژه�نامه ٧٢

لاگرانژ درونیابی
وزن باقیمانده�های روش

دامنه برش روش
پرتابی روش

تاو روش
تفاضل تبدیل روش

متناه تفاضلات روش
پارامتر تکراری روش
تغییرات تکراری روش

درون روش
زیردامنه روش

�سازی خط شبه روش
�سازیبریسنتری خط شبه روش

طیف روش
محدود عناصر روش
مربعات کمترین روش

گالرکین روش
گشتاورها روش

مرزی روش
مرزی روش

انتخابی نقاط روش
ان هم�م روش

درونیاب روش�های
شبه�طیف روش�های

غیردرونیاب روش�های
گاوس یری انتگرال فرمول�های

وایراشتراس قضیه
ان هم�م گره�های

اشتورم-لیوویل معادلات
نرم-بینهایت

مربع�سازی وزن�های
نواخت ی رایی هم



٧٣ انگلیس به فارس واژه�نامه

متعامد ان هم�م





فارس به انگلیس واژه�نامه

تقریب توابع
چبیشف چندجمله�ای�های

ان هم�م روش
ان هم�م گره�های

کامل توابع
تفاضل تبدیل روش
دیراک دلتای تابع
دامنه برش روش
خطا توزیع اصول

متناه تفاضلات روش
محدود عناصر روش

گالرکین روش
گاما تابع

گاوس-لوباتو یری انتگرال
گاوس-رادو یری انتگرال

گاوس یری انتگرال فرمول�های
مولد تابع

هرمیت چندجمله�ای�های
درون روش

درونیاب روش�های
ژاکوبی چندجمله�ای�های

کرونکر دلتای تابع
لاگرانژ درونیابی

لاگرانژ چندجمله�ای�های
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فارس به انگلیس واژه�نامه ٧۶

لاگر توابع
لاگر چندجمله�ای�های
مربعات کمترین روش
لژاندر چندجمله�ای�های

�سازی خط روش
گشتاورها روش

انتخابی نقاط روش
وزن باقیمانده�های روش
غیردرونیاب روش�های

نرم-بینهایت
متعامد ان هم�م

متعامد توابع
پارامتر تکراری روش
تکه�ای تجزیه روش
شبه�طیف روش�های

�سازی خط شبه روش
چبیشف گویای توابع
لژاندر گویای توابع

باقیمانده تابع
مربع متوسط جذر

سینک توابع
پرتابی روش
طیف روش

اشتورم-لیوویل معادلات
زیردامنه روش

تاو روش
آزمون توابع
سع توابع

کروی فوق چندجمله�ای�های
نواخت ی رایی هم

تغییرات تکراری روش
وایراشتراس قضیه



٧٧ فارس به انگلیس واژه�نامه

وزن توابع





مراجع
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